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ACTIVITES NUMERIQUES



Chapitre 1 : Théorie des ensembles

L. Notion d’ensembles, d’appartenance

1. Définition
Un ensemble est défini comme une collection ou un regroupement d’objets appelés €lément
d’un ensemble.
En mathématique, on considére ou on distingue les objets, comme des nombres (chiffres, des
couples, des relations, ...)
On peut former des ensembles avec des objets et les objets d’un ensemble sont dits éléments.
Exemple : La classe de 2"* SI forme un ensemble et les éléments de cette classe sont les
objets (¢léments) de cet ensemble.

2. Notation

- Un ensemble en mathématiques est noté par la lettre majuscule ;

- Un ¢lément en mathématiques est noté par la lettre en minuscule et des chiffres.
Exemple: E={a; b;c;d;e; f}, A={0;1; -1;3;4}
A et E sont des ensembles finis des éléments.

- Un ensemble est défini en extension si on énumere les éléments.
Exemple : A et E sont des ensembles définis en extension.

- Un ensemble est défini en compréhension, si les éléments sont explicites.
Exemple : F={tous les nombres supérieurs ou égal a 10}
Remarque : Un ensemble est vide s’il n’a pas et I’ensemble est noté @ ou{ }.

3. Notion d’appartenance
On dit qu’un élément x appartient a un ensemble E et on note "x € E" ; si x n’appartient pas a
E, on écrit . "xgE"
Dans un univers U, un ensemble E est utilisé¢ pour chaque objet x de ['univers U, on peut
décider soit x € E et soit x¢E

4. Les notions usuelles sur les ensembles
N: C’est I’ensemble des nombres entiers naturels : N = {0; 1; 2; 3; ... }.

Z: C’est I’ensemble des nombres relatifs : Z={..;-3;-2;—-1;0; +1; +2; +3;...}
¢ : C’est ’ensemble des nombres relationnels : ¢ = { ... ; —=1/3; =1/2; 0; Y%; %; 1/
3; Ya; ..}

D : C’est I’ensemble des nombres décimaux :

D={..;-03;-02;-01;0;01;02;03; ...}

R : C’est I’ensemble des nombres réels :

R={-0; ..;-3;-2;-1;0;1;2;3; ..; 40}

Remarque : Nous avons les inclusions suivantes : NcZceoc DcR

- Si 0 est I’ensemble nul de I’ensemble N, I’ensemble N’ {0} est I’ensembles des entiers
non nuls et on note N* ;
N*={1;2:3;4;...}=N’{0} de méme pour Z* ; D* ; Q* et R*.

- Z+ est ’ensemble des nombres entiers relatifs positifs : Z+={0;1;2;3;...}=N; de
méme pour Q+ ; D+ et R+.

- Z- est ’ensemble des nombres entiers négatifs : Z-= {... ;-3 ;-2;-1;0} ; de méme
pour Q- ; D- et R-.

- Z*, est ’ensemble des entiers relatifs strictement positifs : Z*,= {1 ;2 ;3 ;...}=N*;
de méme pour Q*; ; D*, et R*,.

- Z*_est I’ensemble des entiers relatifs strictement négatifs : Z* ={... ;-3 ;-2;-1} ; de
méme pour Q*_; D*_ et R*..



5. Cardinal d’un ensemble
Le cardinal d’un ensemble est le nombre des ¢léments que contient un ensemble. On
considére un ensemble E finis d’éléments et son cardinal est noté “’Card (E)’’.
Exemple : SoitE = {—2;—-1;0;2;3}.
Donnons le cardinal de E. On a : Card (E)=5.
A={n;y;z;a;b;c;d;e;f}
Card (A)=9.
6. Notion de la logique
Les théories des mathématiques se construisent a 1’aide de régle logique en se servant d’un

vocabulaire particulier que 1’on utilise par fois dans son langage courant.

a) Vocabulaire de la logique

Le langage mathématique utilise a la fois le forage courant convenable et précis, des signes
mathématique de fois : les parenthéses () ; les crochets [ | ; les accolades { } ; et les signe

spécifiques tel que :(+.=;x;/;>;<,...).
Nous affirmons que le langage mathématique est pratiquement un langage symbolique.
b) Proposition (assertion)

Nous appelons assertion, tout énoncé par le quel on affirme sans hésitation et renseignement

complémentaire s’il est vrais ou faux (chacune de ces assertions excluent I’autre).
¢) La table de vérité

Considérons par exemple deux(2) assertions p et q , deux(2) cas possibles peuvent découler de

cette assertion ( vrai et faux).

Dans ce cas nous pouvons établir la table de vérité de quatre(4) lignes dans les lignes qui

suivent :

V=1
F=0

—

P
VY
v
F

F

o< M <] O
OO = = @
olrlolr| o

7) Les connecteurs logiques

D’une maniere générale, nous enregistrons cinq(5) connecteurs logiques en mathématique, a
savoir : la conjonction ; la disjonction ; la négation, I’implication et I’équivalence.



a) La conjonction(1)
Soit p et q deux (2) assertions données dans une énoncée. La conjonction de p et q est

noté “’pAq’’ et on lit « p et g ». Si nous considérons a la fois les énoncés p et q on dit
que p et q sont conjoints.

La conjonction p et q est vrai si et seulement si p et q sont tous deux (2) vrais.

Table de vérité de pAp :

p Q pAq
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

b) La disjonction (v)

La disjonction de p et q est noté “’pvq et on lit « p ou q ». Si nous considérons au moins un

des énoncées p, q on dit que p et q sont la conjonction pvq est v rai si au moins un des p, q est
vrai

Table de vérité de pvq

p Q pvq
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

¢) Négation « ne ... pas» ou « non » (—| )

Si p est une énoncé, sa négation se note | p ou Pet on lit « non p ».
Si p est vrai, Pest faux si g est vrai, q est faux.

La table de vérité de la négation

OO |—|—=T
OO
»—nr—too_cl

q
0
1
0
1

d) Implication (=)

L’implication de p et q se note “’p =q’’ et on lit « p implique ».quand on exprime un
conditionnel par la locution.

L’implication p = q est vraie si la disjonction P vq est vraie : Pvq = p=q



e)

L’équivalence de p et q se note™ p<>q ” et on lit : « p équivaut a q ». On exprime donc un
biconditionnel.

Si deux implications p=q et q=p sont vraies, ont dit que les énoncées p et q sont équivalents

Table de vérité de p = q

p Q p Pvq=p=q
1 1 0 1
1 0 0 0
0 1 1 1
0 0 1 1

L’Equivalence (<)

et on écrit : p <q

f)

L’implication p = q et g=p sont équivalentes c’est-a-dire (p= p) <( q=p).

En effet, les deux(2) derniers colonnes de la table de vérité sont identiques, I’implication

Tableau de vérité de p <q

P |q P pP=9q | q=p | p=9q
1 1 0 0 1 1 1

1 |0 0 1 0 1 0

0 |1 1 0 1 0 0

0 |0 1 1 1 1 1
Contraposée

g =P est dite contraposée de p=q.

Table de vérité :

p Q q P p=q q =P
1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 0 0
0 1 0 1 1 1
0 0 1 1 1 1

g) conséquences :

Tous les ensembles vides sont égaux. En effet, soit A et B deux ensembles vides « si x €

A alors x € B» est vrai, (cas 0=o0 de I"implication).

«six € B alors x € A» est vrai (méme cas). Ainsi on dit qu’il n’Ya qu’un ensemble vide

Q).




h) Egalité
- Des ¢éléments x et y d’un ensemble E sont €gaux, et on écrit Xx=y si x et y représente le
méme objet.
- Un ¢lément n’est égal qu’a lui-méme, cette ¢galité est appelée identité.
- On dit que des ensembles A et B sont égaux, et on note A=B ; si tous les éléments de
B et si tous les ¢léments de B sont éléments de A.
A=B,oVx(x€A=> x€Betx€B=(x €A
L’¢galité de deux(2) ensembles est caractérisée par la présence de mémes €léments.
Exemple : soit A {1 ;2;4; 8}
B = {x € Nestun diviseurde 8} ona A = B.

Propriété :
L’égalité des ensembles est :

- Réflexive : A=A
- Symétrique : A =B= B=A
- Transit A=B et B=C) =(A=C)

8) Les quantificateurs
Chaque ¢élément de I’ensemble E posseéde la propriété p : on écritV x,
P(x) q se lit « quel que soit x » ou « pour tout x » appartenant a E, la propriété est vraie pour
x. Le symbole V est appelé quantificateur universel.
Le quantificateur universel nous sert a désigner un et un seul élément.
- Sil’ensemble E ne comprend pas tous les objets de I’'univers U, on écrit 3 x € u,
P (x) § se lit « il existe au moins un élément x de I’univers U tel que la propriété p
n’est pas vraie pour x » Alors on dit que x € E
Le symbole 3 est appelé quantificateur existentiel.

Remarque : on observe que les quantificateurs de méme nature peuvent s’intervenir de ce qui
est faux lorsqu’il est de la nature différente.

9) partie d’un ensemble

a) Inclusion(c)

Tous ensemble A formé avec les éléments de E, est appelé sous ensemble au partie de
E. on affirme que A est inclus dans E et que contient A, ce qui se note :

AcE et E contient A(Eo A) et on dénonce comme suit A c E&V X (X £ A=>X £E)

E

A

Si A ¢ E signifie qu’il existe au moins un élément de A qui € a E.
VE, O c E alors, @ est la partie vide de E

b) propriétés de I’inclusion
Les propriétés suivantes sont une conséquence de la définition
- L’inclusion est réflexible ; lors A c A ;
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- Elle est antisymétrique ; (A c B et Bc A) =>A=B;

- Elle est transitive (A c B et Bc C) =>Ac C.
Remarque :
Pour démontrer 1’égalité¢ de deux(2) ensembles A et B, on peut utiliser
I’antisymétrique.

C) Partie complémentaire
- Définition : on appelle complémentaire d’une partie A d’un ensemble E, ’ensemble

des ¢léments de E qui € a ’ensemble A.
On le note C# ou plus simplement CA ou encore A et on lit « complémentaire de A
par rapport a E » ou complémentaire de A dans E ».
Ca={x/x€Eetx &A}

- Cas particulier :
CE=g;cl=EetCg(Cd)=A

- Preuve

En effet, si A est défini par une propriété P

A={x€E/P(x)}

Cg = {x € E/P(x)}

CE(CQ) = {x € E/qP(x)} or5yP(x)
=P(x) ={x € E/P(x)}
= Cg(Cd)=A

IL. Opérations sur les ensembles
1 — Intersections
On appelle intersection de deux(2) ensembles A et B ’ensemble formé des éléments qui est a
la fois & A et B. cet ensemble est noté : "A N B" et on lit « A inter B »
Ona:x€ANB& (x€EAetx €B)
Exemple : soit :

A ANB={4;7;9)

B

Si A est défini par une propriété caractéristique P et B est défini par une propriété
caractéristique q, alors :

ANB={x£E/P(x)Aq(x)}. AnB={x € E/P(x) Aq(x)}
L’intersection correspond d’apres la rotation ci — dessus.
- Cas particulier

SiANB =0, lesensembles A et B sont dites disjoints.

Exemple :

A={a;b;c;d}; B ={b;d;e;f}etC={x;1;Y;2;3}

Donnons les éléments des ensembles suivants

ANB = {b;d}; AnC =0;BnC= {}

Donnons leurs cardinaux :

Card (ANB) = 2;card(ANC = 0; card(BNC) =0

11



Propriétés:
Soit A, B, C des parties de E.
- N est commutative : ANB =B NA.
- Nestassociative: AN(BNC) =(AnB)NnC
- VA € P(E); AnA = :(ondit que A est idempotent des éléments de P(E) pour
I’intersection.
AN @ = @, on exprime ce fait en disant que @ est absorbant pour 1’intersection.
ANCE=ANnA=@avecA=C§

2- La réunion

a) Définition : La réunion de deux(2) ensembles A et B, est I’ensemble formé des
¢léments appartenant a ’'un au moins des ensembles A et B.

Cet ensemble est noté “ A U B” et on lit « A union B ».

SixeAUubses x€Aoux €B.

Si A et B sont définis par des propriétés P et q, alors

AUB ={x€E/P(x)Vq(x)}

La réunion correspond a la disjonction (V).

Exemple: A ={0,1,3,4}etB={x;UY;a;b}

AUB= {0; 1; 3;4;x;y;a;b}Card (AUB)=8

b) Propriétés:

L’opération réunion est :

- Commutative: AUB=BUA

- Associative:AU(BUC)=AUBUC

- VA€P(E):AUQ = A;ondit que @ est neutre pour la reunion
- VA e€p(E):AUA = A(ldempotent des éléments de p(E)pour U)
- AUA=EavecA=Cf

3) Formule de Morgan
Soit A,B deux(2) parties de E,notons A et B leur complementaire dans E
Onpeut écrire AUB=ANB
Démonstration
A={x/x EEetx ¢ A}
AUB={x/x€Eetx & AUB}
OrxeEAUB &S x€Aoux€B
x¢AUBS x¢&Aoux&B
AUB={x/x€Eetx & Aoux & B}
={x/x €EEetx € Aoux € B}
={x/x € Aet x € B}
©|AUB=ANnB

4) Différences de deux(2) ensembles

a) Définition : on appelle différence de deux(2) ensembles A et B I’ensemble noté > A — B’
des ¢lémentsde Eq € Aet € B

Ona:A—B={x€E/x€EAetx & B}

{xeE/x € Aetx € B}

A—B=ANnBdemémequeB—A=BnNA

12



A-B

Exemple : on donne A = {a,Z; X; 3} etB = {2;3;x;y,;7}
A—B={a};card(A—B) =1
B—A ={y;z}; card(A- B) = 2
b) Propriétés :
- L’opération différence n’est pas commutative :
A-B #B-A
- Ladifférence n’est pas associative :
A-B-0O#(A-B)—-C

5) Différence symétrique(A)

Définition : on appelle différence symétrique de deux(2) ensembles A et B, ’ensemble note
“A A B” des éléments qui appartiennent a un et un seul des ensemble A et B

AAB={x€E/(xeAetx €B)Oux &€ Aetx € B)}
Dot AAB = (A—B)U (B- A)

={x €E/x € (A— B)oux € (B— A)}
= {x €E/x € (A— B) U (B— A)}

Or {A—B=An§
B—-A=BnA

AAB=(ANB)U(BNnA)

E—>

AAB

13



Exemple ;ondonne A = {a; 2;y; x; 1}
B={y;2;-1;x;4;u}
Donnons les éléments de A A B et A A B puis leur cardinal
Onsaitque AAB = (A-B) U (B-A)
Ona:A-B= {a; 1}etB-A = {—-1; 4; u}
AAB ={1;a; —-1; 4; u}
AAB=(A-B)u(B-A)
Or:A={-1;4;u}let B={a; 1}

{K—ﬁ = {-1; 4; u}
= _

B-A={a;1 }

= AAB = {—=1;4;u;a; 1}
Donnons leur cardinal : card (AAB) = 5
Card(AAB) =5
b) propriété
- L’opération delta est commutative plus que la réunion AAB=BA A
- Elle est associative : AA(BAC)=(AAB)AC.

III — Produit cartésien
1) Définition
Considérons deux(2) ensembles A et B : on appelle produit cartésien de I’ensemble A par B,
I’ensemble de tous les couples (x, y) tel que x € A ety € B ou simplement le produit de A et
B.
On note “AB” et lit « A croix B »
AxB= {(x,y)/x € Aety € B}
Exemple : ondonne: A={a;b;c}etB={0;1;2}
Le produit cartésien de AxB est de :
AxB = {(a, 0); (a, 1); (a, 2); (b, 0); (b,1); (b, 2); (¢, 0); (¢, 1)(c, 2)}

Ou encore
B 0 1 2
A Card (AxB) =9
a (a,0) |(al) |(a?2)
b (b,0) |[(b,0) | (b,0)
C (c,0) [(c, 1) |(c,2)

2) Schéma cartésien
La représentation graphique suivante est appelée schéma cartésien. Il est caractérisé par le fait
qu’aucune distance n’est a définir pour placer les points sur les droites de bas A et B.

B H ¥
% S S WD -
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Schéma cartésien

Remarque : si A=B, produit cartésien AxB se note de 2 couples :
(a,b) = (@', b")e=a=a'etb=>b";(a,b) # (b,a)

AxB = AxA = A?

3) Propriété :

- AxB=0 < (A=0ouB=0)
- Ax (BN C) = (AxB) n (AxC)
La distribution de x sur I’intersection n.

IV- Loi de composition interne
1) Définition
On appelle loi de composition interne dans €, toute application définie sur € tel que :
(E x E— E).La loi est notée par symboles divers :
- OT. L s T, x, @ v,1.......
On affirme que E est muni de la loi considérée et on définit ainsi un nouveau objet (E ; *)
On dit que « ensemble E muni de la loi interne * ».
La définition signifie qu’a tout couple (x , y) d’élément de E , la loi interne associe un
¢lément un seul o de I’ensemble E.
Ona:EXE— E
(6,y) =8 =xxy
d est appelé le composé de x et y
Remarque : La loi est dite additive si le symbole est + et multiplicative si le symbole
est X ; ou la juxtaposition (X y)

2) Propriété

Soit E un ensemble muni d’une loi * par tout définit
- Commutative : La loi * est commutative : <>V(x,y) € E?, x * y = y * x
- Associativité : La loi  est associative <V (x,y, ) € E3:x* (y*z) = (x*y) *z
- Régularité

a est régulier a droite <V (x,y) € E?;

X*a =y*xa=>x=Yy

a est régulier 4 gauche <V (x, y) € E?,

a*x =axy=>x=yYy

Si a vérifié chacune de deux(2) implications (régularité a gauche et régularité a

droite), on dit que 1’élément a est régulier pour la loi *

Neutralité

Neutralité a gauche équivaux a: Vx € E,e*x = x

Neutralité a droite équivaux a:: Vx € E,x *e = x.

Si e vérifie les deux (2) propriétés, on dit que I’élément e est neutre pour la loi
- Symétrie (opposée) :

Soit (E,*), une structure possédant un élément a est symétrisable

<3Ja'€eE/a’xa=axa' =e

N {a’ * Cf =e

axa =e
On dit que a’ est un élément symétrique de a dans (E,*).

15



3 —Théoréme :

Si * est associative et si a est symétrique :

Le symétrique de a est unique et a est régulier

Le composé de deux (2) ¢lément symétrisables est symétrisable, on a :
(a*b) =a’'*b’'V (a,b) € EZ.

4 —Idempotence:

Soit x un ¢lément de I’ensemble E, x idempotent<>V x €E,x *x = x
Si x est idempotent par la loi étoile, &(x *x ) *x = x*x = x

5) Partie stable (loi induite) :

Une partie A d’un ensemble E muni d’une loi interne est dite stable ou fermer pour
cette loi,siV (x,y) € A%; (x*y) € A.

L’application : AXA — A

(x,y)— x*y estune loi interne définie sur la partic A de E, appelée loi induite

sur A pour la loi * définie sur E.
Exemple : soit (Z, x) et A={-1;0; 1}

V¢érifions si la loi x est stable pour I’ensemble A.

Solution :

XeststablesiV (x,y) € A%; x,y) € xy € A
V(-1;0)€e A%; -1 0 =0;0 € A

= X est stable dans A

6) Axiome de distributivité
Soit E un ensemble muni de deux (2) lois internes partout définie : * et A.
On affirme que la loi étoile est distributive par rapport a la loi A si

V(x,y,z) € E%;x*(ybAz) = (x*y)A(x+*z) (1)

Si la loi * est commutative, alors :
V(x,y,z)€ E*; (yAz)*x = (y*x)A(zxx) (2)

Si la loi * n’est pas commutative, on distingue deux (2) distributivités

La distributive a gauche de * par rapporta A : (1)
La distributivité a droite de * par rapporta A : (2)

Exemple : Dans R, la multiplication est distributive par rapport a I’addition (le
développement)

Ona: V(a,b,c)€ R®;a(b+c¢) =a.b+ ac)

L’intersection est distributive par rapport a la réunion : soit A, B, C des ensembles de
E. An(BUC) = (AnB)U(An Q).
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Chapitre 2 : Nombres Réels

I Rappel sur les ensembles
D’une manicre générale, on enregistre cing (5) ensembles :

I’ensemble des nombres entiers naturels noté N ;

- I’ensemble des nombres relatifs noté Z ;
I’ensemble des nombres décimaux noté D. c’est le produit d’un ensemble par une
puissance de 10.

Exemple : 0,3 = 3.107%; 0,43 = 43.1072

- I’ensemble des nombres rationnels noté Q : c’est le rapport d’un nombre entier relatif
et d’un nombre entier naturel non nul. Tous rationnels peuvent s’écrire sous forme de
fraction

g(p € Zetq EN™).
7 1
Exemple : —3€ Q;E € Q.
- I’ensemble des nombres réels noté R.

Remarque:onaN € Z cD c Q C R.

R,UR. =RetR, N R_ = {0}.

II. Régle de calcul dans R
a. reégle de parenthése

Soient a, b et ¢ des nombres réels :

- a+ (—b) = a-—0b.

- a- (=b) = a+b.

- a- (+b) = a—b.

- a-(b+c) =a—-b-—c.

- a-(b—-c)=a-b+c

Exemple:¥ (3,1,2) EN; 2 + (-3+1) =2-3+1=-1+1=0.

] 24+ (-1)=2-1=1
- —3 - (-2) = -342 = -1
b. Distributivité

Soient a, b et ¢ des nombres réels :

- a(a+b) = ab + ac
- (a+b)c = ac + bc
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c. regle de signe
Soient a, b et ¢ des nombres réels, on a :

- aX (—=b) = —ab

- (—a) X (=c) = ac

- cX (—a) = —ac

- (axb) X (—c) = —abc.

d. quotients des nombres réels

Soient a et b deux nombres réels non nuls. Le quotient de % est I’'unique nombre réel

q a
-= - = bq = a.
q b 1

% Existe lorsque b # 0.
Propriété

Soient a, b, ¢ et d des nombres réels non nuls.

Ona:
a c . , .
- S=o e ad = bc (produit de moyen est égal au produit des externes).
a c ad+bc
i T AT b
a Ka
- YKER, kxX-—= —
b b
a ¢ a d ad
- t—_ ==X - = —
b c bc
1 b
- @zlx—zz
b
z 1
B a a
, b_4¢y,1_24a
c b c bc

et B =1+ 2=

1 241 3
A_1+2_2_2 3 10 _ 30
T 3_2 — 15411 — 5 {7 55
2 5 10 10 2 1 22

15

A=q
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4

e. puissances

Définition :

7
=1+ Z=1+3=1+(Ix3)=1+Z =1+14=15
4

Soit a, un nombre réel ; n est un nombre entier naturel plus grand que 1.

a™ =ax axax..xa

n facteurs de a

. 0 — 1 _ 1
Par convention {al n
a

I

Q
Q
2

Propriété :

Soient a et b deux nombres non nuls et m, n des nombres entiers naturels plus grands que

- g™ x gt = gmtn

_ (am)n = gmxn
(2)” _
b/ ~ bn
am {am xat=a""sim>n

an —=m Sin>m

- (ab)™=a™xb™
(—a)" = { a sin est paire
i W" = ~asinest impaire

Exemple : calculons les nombres suivants :

1 1 1
(8)3x4 (23)3x4 233x4 3x4

1 1

T 27x(16)° 27 x 456 27 x 46
1 1
T 96 % 22x5 _ 26 % 210

_ 1 1 _ 2-16
T 26+10 © 216
A =216
(10)7x3%2  (2x5)"x 3% _ 27x57x3%2 _ 22x5°x3?
T 52x25%x3-5  52x 25x3~5  52x 25x3~5 3-5

= 22x 55x (32x3% = 22x 5°%x(32x%x3%) =2%2x5%2x37

B = 22x 55x 37

T 27X 45 26X 45 26x (22)°
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f. Identités remarquables

Soient a et b deux (2) nombres réels non nuls

(a+b)>= (a+b)(a+b) =a?+ 2ab + b? (carré de la somme)
(a—b)?>= (a—b)(a—b) =a?— 2ab + b? (carréde la dif férence)
a’? —b%? = (a—b)(a+ b) (dif férence de deux (2) carrés)

(a + b)(a? —ab + b?) = a® + b3 (somme de deux (2) cubiques)
(a—b)(a?+ab + b?) = a®— b3 (différence de deux (2) cubiques)
(a + b)® = a®+ 3a?b + 3ab? + b® ( somme cubique)

(a—b)® = a® —3a®b + 3ab? — b® (dif ference cubique)

NNk =

g. Racine carrées

Soit a, un nombre réel positif, va est I’unique nombre réel positif dont le carré est a c’est-a-

dire : (\/E)Z =a

¢ Remarque : elle n’existe que si a est positif ; mais n’a pas de sens si a est négatif.

1
e Cas particulier : vVa = az; V0 = 0et V1 =1
e Propriété : Pour tout nombre réel positif a et b ; pour tout entier naturel n, ona :
- Va xb=+ax+b
2
- (@ = Va?=]a|

= — (a#0)

1
a
a—
o=

n
- a=a

- Q@ =@y = e =a
- Vaxb="ax"b

nfa Va_
- \E—n—ﬁ_(qu)

n|l 1 n _
- Jg—%car 1=1

Remarque :Va+b # Vva+Vb: n>=g=>n= +va oun= —/a

sla =l

(b#0)

Sr

Exemple : calculons les termes suivants :
A= V75— V12 + V64
= V3Xx25—- V3 x4+ V82
=5V3—-2V3+8=3V3+8

A=3V/3+8
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B =327+ V64 + V16
=3 x9+ Y82+ V42
= V33 + V82 + V42

(35 + (2% + (2%

1 1
— 33X§+ 26XZ+ 24)(;

s 4
=342z + 25
= 3+v23 +3/2%

= 3+V2x22+ V2*=3+2V2+ V16

B=3+2V2+ V16

h. Expressions conjugué
Soient a et b deux nombres réels non nuls, on a :

Va+vb _ (Va+./b) (Ve +Vd)
Ve-vd = (Je-Va)(e +Vad)

1 _Ne _ Ya
- FT7
Vva+b _ (Va+b)Wc+d)

<|

c-d  (Ve-d)Wec+d)
1 b++Va
b-va  (b-.a) b+ a)

Exemple : calculons les termes suivants :

1+/5  (1+/5 -5  1— \/5—)4_\/5_(\/5—)2 1-5
_1-V5 _ 5-1
T o—4 T a4
A=Y5-1
4
B = V3+vZ _ (V3+2)(VZ+V5) _ V6+V15+ (V2)% + V10

T V2Z-V5  (V2-V5)E2+V5)  (V2)2+ 10 -V10 ++25
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_ V6+VI5+2+V10 _ V6+V15+2 +10
N 2-5 N -3

_ —2-VJ6—- V15— V10

B
3

III.  Ordre dans R
1. Inégalité dans R
a. soient a et b deux nombres réels :
- a<bsignifiequea—b<0etb—a>=>0
- a<bsignfiequea—b<0etb—a>0

Remarque :

- les notations (Symboles) < ou > sont des inégalités au sens large.

- les symboles < et > sont des inégalités au sens strict.
b. Propriétés

Pour tous nombres réels a,b et cona:

- a<a

- a<b=>a+c<b+c

- a<betbhb<a=a=0b

- a<beth<c =>ac<c

- a<b =>ac<bc(c=0)

- a<b =>ac=bc(c<0)

- a<b —a=—b (enparticulier)
- a<b = a*<b?

- a<b = Va<+b

1 1
- aSb:—Z;

Q

2. Partie entiére

La partie entiere d’un nombre réel n est le nombre entier naturel relatif n qui vérifie :

n<n<n+l1

Elle est notée E (n). on admet que pour tous nombre réel n, il existe un unique nombre entier

relatif ntelque:n<n <n+1=>EMm)=n
Exemple :

- 3<m <4 >E@m=3
- 8<875<9 = E (875 =8

3. Comparaison

Pour comparer deux nombres réels, on peut :
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- Les comparer a un nombre intermédiaire
- Etudier le signe de leur différence ;
S’ils sont strictement positif, comparer leur carré, leur racine carré ou leur inverse.

Exemple : comparer les nombres suivants :

1 V3-1 V3-1 _ V3-1 , V3-1
= = = S <v3-1

Vv3+1  (V3+1)v3-1 3-1 2 2

-3 -2 -3 -2

—et— ©— < —

7 7 7 7

5 7 50 49 , 49 50
—et—e—et -6 — < —

7 10 70 70 70 70

4. Encadrement
On utilise les propriétés d’encadrement sur les nombres positifs.
- somme

<n <
{a_n =b sa+c <x+y <b+d

c<y<d
- produit

<n <
{a_n =b = ac <xy <bd

c<y<d
- opposé

{ as<n <b
—-b<-y<-a

- inverse
a<n<be <i<2
a n b
- carré
a<n <bh

- racine carré
as<n <b

Vva <vn <+b

Remarque: pour encadrer une somme, on peut ajouter membre a membre les égalités de
méme sens donnant I’encadrement de chaque terme de la somme.

Pour encadrer une différence, on peut :



- Encadrer le premier terme,
- Encadrer I’opposé du 2°™° terme ;
- Ajouter ensuite membre a membre les inégalités de méme sens ainsi obtenus.

Pour encadrer un produit, n peut utiliser des encadrements ou ne figure que des nombres
positifs et multiplier membre & membre les inégalités de méme sens donnant I’encadrement de
chaque facteur du produit.

% Pour encadrer un quotient, on peut utiliser des encadrements ou ne figure que des
nombres positifs.

- encadrer le numérateur

- encadrer ’inverse de dénominateur

- multiplier membre & membre les inégalités de méme sens ainsi obtenu.

Exemple: x et y sont deux réels vérifiant :

1<x<2et-5<y<-—-4

X+
Encadrons B = ¥
xy
Solution
X+ 1 1
B="2=-+-
xy x y

0na:1<x<2<:>1>l>let—5<y<—4 e 11512
x 2 5 y 4

1 1 1 1 1 5-1 x+ 4-2 4 x+ 1
S1—->-4->-—> 5 -5 o 5TV 0
5 x Yy 2 4 5 xy 8 5 xy 4
1 x+y 4
B=_->%2¥,12
4 xy 5

IV. Relation d’ordre dans IR
1. intervalles des réels

L’ensemble des nombres réels est I’intervalle | — oo; 400
Ry =]0;400[; x>0
R:I =] —o0;0[;x<0
a) Intervalles bornés
Soient a et b des nombres réels. On a:
a<x <b >x€ [a;b]
a<x <b=x€|a;b]
a<x <b =>x€][ab|
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a<x <b=x€]a;b]
Exemple:2<x <5 = x € [2;5]
-1<x <0 >x€]-10]

b) Intervalles non bornés
Soient un nombre réel a.ona:
xX=a =>x € [a+o[
xX>a =>x €la;+o[
x<a =>x €]—o0;qa]
x<a =>x €]—o;a]
Exemple: x >3 = x € [3;+[

x<-1=2x €]—o00;—-1]

2. Majorant et Minorant
Minimum et Maximum d’un ensemble

Définition 1: V a € R et soit x un nombre reel donné tel que x < a est un majorant de x ;
V b € R etsoit x un nombre reel donné tel que b < x est un minorant de x ;
V(a,b) € R? etsoitx tel que b < x < a est un encadrement de x.
NB : pour tout (a,b) € R, b<x<a
>x €Elb;al] ©{x ER/b<x<a}
Définition 2: soit F un sous ensemble de R.

- VM € Retx € F; x <M estun majorant deF. On dit qu’un nombre réel M est un
majorant de F si M est supérieur ou €gal a tous les éléments de sous ensemble.

- Vx € Retx € E; M < x etminorant de Fsi M est inferieur ou egal a tus les
¢léments de F.

Lorsqu’il existe le plus grand élément de F, c’est appelé maximum de F et lorsqu’il existe le
plus petit élément de E, c’est le minimum de F.

Exemple : soit E = {0,1; 2;5; 6}

) E
% 6estlemaximumde E ;carVx € ;S 6.
¢ 7 est le majorant de E, mais pas un maximum.
)

.. E
% Oestle minimumde E,carVx € p > 0.

% -1 est le minorant de E, mais pas un minimum.
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3. Valeur absolue
a. Définition

Soit x un nombre réel. Une valeur absolue est le plus grand des deux nombres réels x et —

X on note: |x|

_ (xsix>0 _( xsix €]0;+oof
|x| - {—xsix<0 = |x| - {—xsix €] —o0;0[
Exemple:|—5|=5; §|=§

5 —6+5 -1
J-34il =2 =] 2 =1

Remarque : la valeur absolue d’un nombre reste toujours positives ou nulle | x | > 0.

B. Propriétés :
- la valeur absolue d’un produit est égale au produit des valeurs absolues :

lxxyl =[x x|y].
- lavaleur absolue d’un quotient est égale aux quotients des valeurs absolues :
| x
y

1
x
- x+y < |x| + | yl (inégalité triangulaire).

| = ELo=0.

|=ﬁ;(x¢0).

Exemple :

19| =3(x=4)| = | =3| x |x—4]| = 3|x—4]

2) | =3 ++2| < [ -3] + |v2]

> | (=3)+V2| <3++2.

39) [x—4| < |x| + ]| -4| = |x—4]| <x+4
4. Distance entre deux nombres réels

x et y étant deux nombres réels, ils sont des abscisses de deux points A et B.

d(AB) = AB
—
i I g 5
_i.'l.q—..l_‘- b *
|x—y]

Par définition la distance entre x et y est la valeur absolue de leur différence :
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d(4B) = |x -y

a. Intervalle centré

On considére un intervalle borné [a, b] et c le centre de I’intervalle : on détermine le centre de

I’intervalle par [a,b] = ¢ = asz.

Exemple :

sur [1;2] = ¢ = o=t
2 2 2

b. Rayon de I’Intervalle
On calcule le rayon de I’intervalle par : 7 = % | b—a |
Exemple : calculons le rayon de [1; 2];

r==|2-1|=2|1]| =2
2 2 2

N | =

Remarque : on exprime que la distance d’un nombre x de I’intervalle au centre c est < au

rayon.

|x—c| <7

Exemple :

- [—3; 5] a pour centre : ¢ = _32+5 =1
c=1

- rayonr=- |5—3| =-|8] =

r=4
- x€e[-35]e |x—1] <4

5. Equations et Inéquations avec valeur absolue

Méthode :

- I’équation du type | xX—c | = r a pour solution :

{x—czr :>{ XxX=r+c
X—c=-—71 xX=—1r4+c Sc—71

S={c—r;c+r}

27



Exemple : résoudre dans IR 1’équation :
|x—3| =2

F;f;j—zzﬁizétzigzi

S= {1, 5}

- L’inéquation du type |x—c| <rapoursolution: —-r<x—c <r
Exemple : |x—1| <5

= -5<x—-1<5

=>-54+1<x<5+1 & —-4<x<6

x € [—4;6]

S = [-4; 6]

- I’inéquation du type |X - C| > r a pour solution :
X—c>r
ou :{x>r+c
x<-r+c
x—c<-r

Exemple : x — 5 | > 1,5

{x—5>15 :{x>L5+5:{x235
x—5<-1,5 x<-154+5 X <35

= x €]6,5; +oo[ux €] —;3,5]

S =16,5 4+oo[U]—o00;3,5]

6. Valeurs approchées

Soit x, y deux nombres réels et € un reel strictement positif. y est une valeur approchée de x a
€ pres, signifie que : | xX—y | < €. Onnote x = y a € pres ; le nombre € est appelé
incertitude de cette valeur approchée.

Exemple : 3,14 < < 3,15 est un encadrement de 7 2 10™2 prés par défaut et par excés.

3,14 est la valeur approchée de m a 102 prés par défaut.
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3,15 est la valeur approchée de  a 10™2 prés par exces.
L’incertitude € = 3,15 — 3,14 = 0,01.
€= 1072

7. Notation scientifique ou écriture flottante normalisée

On appelle écriture flottante normalisée d’un nombre décimal d, lorsqu’il s’écrit sous la
forme : d=b><10ravecr€EZethR*/1S|b|<10.

Exemple :
3,14 = 3,14.10° = 314.1072 = 31,4.101 = 0,000000596

=596.107% = 5,96.10"7 = 59,6.1078
8. Ordre de grandeur (Arrondi)
Soit d = b X 10" une notation scientifique.
Posonsb =cXmavecl<c<9et0<m<1
Ona:d=(c+m)x10" =c. 10" + m. 107
c. 10" Est appelé ordre de grandeur de d ou c est le I’arrondi d’ordre zéro de d.
Exemple : 2,98.108 a pour ordre de grandeur 3.108.
1,602.10729 a pour ordre de grandeur 2.10~2°,

Remarque : un calcul a I’aide d’ordre de grandeur permet d’obtenir rapidement une
approximation grossi¢re de la valeur d’une expression numérique.

9. Intersections et réunions d’intervalles
a°) Intersection

Les réels qui sont a la fois dans I’intervalle [a; b] et dans [x; y] forment un autre intervalle
appelé intersection.

Exemple :_on donne deux intervalles [3; 2] et [—1; 6] déterminons I’intersection de ces 2
intervalles.

[3;2] N [—1; 6]

[3:2]n[-1;6] = [-1;2]

b°) Réunions

Les réels qui sont dans [a; b] ou dans [x; y] forment un autre intervalle appelé la réunion.

Exemple : [3;2] U [-1; 6] = [-3; 6]
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10. Pourcentage d’une quantité

Une quantité partielle d’une quantité totale peut étre s’exprimer sous la forme d’une fraction

Z—I; ou d’un pourcentage de la quantité totale :

QP = P%de QT avec :

OP [P | o poj = &x100

or | 100 T

Exemple : 60 personnes sur un totale de 150 représente le 2/5 du total ou le 40% du total.

QP = 60; QT = 150

QP _ 60 _ 2

QT 150 5

60 | P & PY% = 601*1(;)0 = 40%

150 | 100 °
P% = 40%
Travaux Dirigé (T.D)
Exercice n°1:
1. Calculer les nombres suivants en présentant les résultats sous la forme d’une

fraction irréductible.

3,2 4 3
2 5%3. 571
1 _2°3 24 3
3 3 5 3 5 4
2. Démontrons que poura > b = 0:

<\/a+ az—b2+\/a—m>2=2(a+b)

Exercice n°2 :
Soit a un nombre réel
1. onsuppose 0 <a<1

1
a. Comparer a et a?; a et ’a; aet;
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. 1
b. Ranger dans I’ordre croissant : 1:a; |a;a?; a et-
’ a

2. on suppose a > 1
) 1
Ranger dans ’ordre croissant : 1;a; va; a?; a et;

Exercice n°3:

Donner I’écriture scientifique des nombres suivants :
1) 160000 x 350

2) 6x1073x0,02

360.10°
0,004

3)
4)31,2.107* —17,3.107**

Exercice n°4 :

Dans chacun des cas suivants, déterminer des encadrements de x + y; x — y; xy; x2;

<R IR

1
w
1)21<x<22et33<y<34

2) —15<x<-14et5<y<51

3)—41<x<-4et —09<y<-08

Exercice n°5 :

On donne I = |—o0;3];] = [—6; +o[; K = |3; 18]

1) donner en intervalle les €léments des ensembles suivants :
INEINK,ITUK;JULJUTUK

2) Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

a)2|x—5/ <8

b) |3x — 6] =27

o [ >3

3) Résoudre dans N les équation et Inéquations suivantes :

a)|lx—3| =2

b) |x —7,6] <-3,1

) |x —7,54| <3.1072
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Devoir surveillé de mathématiques
Géométrie
- A, B, C, D, E, F et G sont des points du plan :

Simplifier I’écriture de chacune des sommes suivantes :

- AB + DE + BA + EG

- AB — BC — AB + BE

- AB +DE +CD — AD + BC + ED

- AB —DC + FG + GE

- Construire graphiquement la somme des vecteurs AB + BC tel que ABet BC ne sont
pas colinéaires.

Numérique
Exercice n°1 :

- calculer le nombre suivant en présentant le résultat sous la forme d’une fraction
irréductible.

3 3 4 3
A_5+2X5

=33%X 13
5 2 5

| wls

- donner I’écriture scientifique des nombres suivants :
- 17,3.107* +31,2.107%

- 3.107% x 0,0005
360.10°
0,004

Exercice n°2 :

- résoudre dans R les équations et les inéquations suivantes :

o[ <

b) |3x — 6] = 27
o) zlx+7>2
d) |4x — 4] =3

2) résoudre dans N les équations et inéquations suivantes :
a)|lx—76] <-31

b) |x — 7,54 < 3.1072
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Chapitre 3 : Fonction réelle
I — Généralités
1 —Notion des fonctions
a) Définition : Soit E et F deux sous ensemble non vide de I’ensemble IR.

On appelle fonction de E vers F, toutes correspondances a chaque élément de E, on associe un
ou plusieurs ¢éléments de I’ensemble F.

b) Vocabulaire
On dit que f est la fonction de E — F a x on associe (x +— f(x)) . E est I’ensemble de
départ, F I’ensemble d’arrivé. x est la variable et f(x) est ’image de x par f. on définit

I’application : f: xE.:f(l;)

NB : Lorsque b est I’image de x par f, on affirme que x est I’antécédent de b par f : on note

b= f(x)

- Lorsque I’ensemble d’arrivée d’une fonction f est un ensemble de nombre réel, on dit
que f est une fonction numérique.

Exemple : L’applicationh: = 7'R

2 est une fonction numérique
X—oxc—x+2

- Lorsque I’ensemble de départ d’une fonction numérique est un ensemble de nombre
réel, on dit que f est une fonction numérique de variable réel.

Exemple : L’application g : xfi;zli , estune fonction a variable réelle.
E-F

—|x|+2
- Une symétrie, une translation sont des fonctions du plan vers le plan.

- L’application f: est une fonction numérique a variable réelle.

Remarque :
- Une application d’un ensemble E observe 1 ensemble E est une fonction de E vers F.

- Fonction déterminée par une formule explicite : on considere I’application
f:IR—>IR

1
X — ——
Vax-3
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Formule de f Programme de calcul de f | Schéma de calcul de f
- Prendre un nombre x | *
- Le multiplier par 4 4x
£(x) = 1 - Ajouter (-3) 4x —3
" Vix —3 - Prendre la racine Vax —3

carrée )

- Prendre son inverse et - f(x)
on obtient f(x) Va3

2 — Représentation graphique
Le plan est muni d’un repére(o, 1 j). f est une fonction numérique d’une variable réelle
d’ensemble de définition noté Df.

On appelle représentation graphique de f ou courbe représentative de f notée (Cf), I’ensemble

des points M( fzcx)) ou x est un élément de I’ensemble de définition de f.

Exemple :
Y/

(6f)

fx) 7T~~~

—
|
|

Exemple : Donner la représentation graphique e la fonction par : g(x) = x2 —x + 1
Solution :
gx)=x*—x+1, Dg=IR=]-00; +oo|

Tableau des valeurs

X 0 1 2 3 -1 -2 -3

g(x) 1 1 3 7 3 7 13
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3) Coincidence des fonctions sur un ensemble

Soit f et g deux fonctions définis sur un ensemble E. on dit que les fonctions fet g se
coincident sur E (ou qu’elles sont égales sur E) lorsque pour tout élément x de E,
f(x) = g(x) Vx € E.

x%-1
x+1

Exemple : f(x) =x—1letg(x) =
Montrons que f et g se coincident.
Solution : Montrons que f et g se coincident :

Df=]—o0; +o0o[;gd & x+1#0&x #—1

= Dg=]—o00; —1[U]—1; +oo[

2_ -
g(x): x 1: (x 1)(x+1): x—1

x+1 x+1

V x eDg;

< g (x)=f(x)

On conclut que les fonctions g et f se coincident sur I’intervalle]—oo; —1[U]—1; +oo].

4) Image directe, image réciproque d’un intervalle (graphiquement)
a) Image et antécédent d’un nombre
Le plan est muni d’un repére (0 ; 7 ; J)

- Image de a par f:
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- Antécédent de b par £
}J

NB : * Par la fonction f, I’image de a est I’ordonné f(a) du point d’abscisse a la courbe (CY).

* Par la fonction f, les antécédents de b sont les abscisses x1, x2 des points d’ordonné b
sur la courbe (Cf).

b) Image directe d’un ensemble

Définition : f est une fonction de E vers F et A une partie de E. On appelle I’image directe de
A par F I’ensemble des images de tous les ¢léments de A et on note f(A).

f(A)
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Exemple : On considére une fonction f définie sur [0 ; 1] par: f(x) = x — 2
Ona:f(0)==2etf(l)=—1

L’image directe par fde [0 ; 1] est intervalle [—=2 ; —1]/f([0; 1) =[-2; —1].
C) Image réciproque

Définition : f est une fonction définie de E — F et B une partie de F.

On appelle image réciproque de B par F notée £ défini de F — E, I’ensemble B’ des
antécédents par f de tous les éléments de F.

N

WY
_‘_‘_\._‘_‘_‘_‘—\—\.
L]

* f(A)
2 =
I\,
e
E > F

Exemple : Le plan est muni du repére (0,7, J ). La courbe (Cf) ci-dessous est la représentation
graphique de la fonction définie par f(x) = (x-3)*

y N
7 —|
4 —| Wpemmmm—m——————————-
3_
2_
j:’_ ______
]
[ | -
0 ' [
i 2 3 a4 5 x

Déterminer graphiquement I’image réciproque de [4 ; 9] par cette fonction.

Solution :

IR-IR
x—(x—3)?
f) =4etf(6) =9 = f([1;6]) = [4; 9L f([4; 91) = [L; 6]

Remarque : * Pour résoudre graphiquement une équation du type f(x)=g(x), on peut
procéder de la maniére suivante :

Déterminons graphiquement 1’image réciproque de [4 ; 9].f:

- Disposer les courbes (Cf) et (Cg) d’équations respectives y= f(x) et y=g(x).
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- L’ensemble des abscisses des points d’intersection de (Cf) et (Cg) est ’ensemble de
solution de cette équation.

* Pour résoudre graphiquement une inéquation de type f(x)<g(x), on procede de la
maniere suivante :

- Disposer les courbes (Cf) et (Cg) d’inéquations respectives y= f(x) et y=g(x).
- L’ensemble de solution de 1’inéquation est des abscisses des points de (Cf) situ¢ au-

dessus de (Cg).
Exemple : Résoudre graphiquement les équations et inéquations suivantes de la fonction
+1
fO) =g f(x) =x* +x —Letg(x) ==

Solution :
Résolvons graphiquement : f(x) = g(x) et f(x) > g(x).
Ona: Df =]—o00; +o[et Dg =]—o00; —1[ U ]1; +oo[

Représentation graphique

—3|-2|—-1]0 |1 |2 |3 x |—4]-3|-2|-1]|0 |2 |3 |4

X
fFoo |5 |1 [=1]=1]1 |5 |11 gGo) |35 121370 |=1]3 |2 |53

_3—
- L’ensemble de solution de I’équation f(x) = g(x)est: {—1,8; 0; 1,5}
- L’ensemble de solution de I’inéquation f(x) > g(x) est ] — oo; —2[ U ]2; +oo.

5) Variation d’une fonction
a) Maximum et Minimum d’une fonction
Soit f une fonction numérique d’une variable réelle définit sur un ensemble E : o € E.

- Lorsque, Vx € E,7a € E / f(a) = f(x), on dit que f(c) est le maximum de f sur E.
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- Lorsque, Vx € E,7a € E [/ f(a) < f(x), alors f(a) est appelé le minimum de f sur
E.

b) Recherche d’une fonction minimum ou d’un maximum d’une fonction
On considere une fonction de IR — IR définie par f(x) = 1 + 2vVx — 4.
Démontrer que la fonction f admet un minimum sur son ensemble de définition.

Solution :
Démontrons que f admet un minimum sur son Df.

fdsietseulementsix-4 > 0 = x > 4 = xe[4; +oo[
Df = [4; +oo[.
Cherchons le minorant de f:
Vxel4; +oo[; x-4 =0
=Vx—4>+0
=2Vx —4 > 20
S1+2Vx—42>1+0
>1+2x—421 o fix) 21.
1 est-il le minimum de f sur [4 ; +oo[ ?
Pour se rassurer du minimum, résolvons 1’équation f(x) =1
=1+ 2Vx—4=1
> 2Wx—4=0 Vx—4 = - =
>Vx—4=0 ©x—-4=0 ©ox=4
= f(4) = letf() =1 o a=4
Ona: f(x) = f(4) © f(4) < f(x);lafonction fadmet en 4 un minimum = 1.

|o

Exemple : On considére une fonction f(x) = —x? — 2x + 7
Déterminer le majorant de f.

Solution :
Df = IR
fxX)=—x?>-2x+7=>—-(x*+2x—7)=—[(x+ 1)? — 8]
fxX)=—-[(x+1)?—-8]=—-(x+1)>+8
Cherchons le majorant :
VxelR (x+1)?2>0
—-(x+1? <0
>5—-(x+1)*+8<0+8
> -(x+1)>+8<8 & f(x) <8
8 est-il un maximum sur IR ?
Résolvons I’équation f(x) = 8.
fx) =8 —(x + 1)2+ 8 =8
>—(x+ 1)%=0
>—-1#0et(x+1)2=0=>x+1=0=>x = -1
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> f(-1) = 8 © f(x) < f(-1)
S f(0) < f(@) & f(@) 2 f()aveca = —1

8 est le maximum de f sur IR, alors f admet en -1 un maximum égal a 8.

6) Sens de variation d’une fonction
a) Fonction croissante, Fonction décroissante sur un intervalle
- Une fonction f est croissante sur un intervalle I, signifie que sur I’intervalle I, si les
valeurs de la variable x augmentent, alors, les images f(x) augmentent aussi.
V (x1,%3) € 125 x; < x, = f(x;) < f(x3), donc fest croissante sur L.
Autrement dit, une fonction croissante conserve 1’ordre.

b) Représentation graphique d’une fonction variable

Tableau de Variation

Respectivement, x;< x; f(x,)< f(x;) = fest
croissante sur] x;; x;[

X1 X3

/ f(X2)
fx) |f(Xd)

I=]x1; %[

- Une fonction f est décroissante sur I’intervalle I, signifie que sur I’intervalle I, si les
valeurs de la variable x augmentent, alors les images f(x) diminuent.

V (x1,%3) €12, %, < x, = f(x;) = f(x;), alors fest décrois

¢) Représentation graphique
C(f)




Tableau de variation
Respectivement : x; < x, => f(x1) > f(x,)
f est décroissante sur |x; ; x,[

Autrement dit, une fonction décroissante échange de I’ordre.

X X1 X2

f(x4)
f(x)
f(x3)

- Une fonction est croissante sur un intervalle I, lorsque pour H,
X1, Xy € I, = f(xl) = f(xZ)

Représentation graphique
Y o4

f(xy) = £) ——

o

I'=]xq; %o

Tableau de variation

Pour tout (x5, X,) € I%, f(x;)=f(x,), alors f est croissante sur ]x; ; X,[.

X X1 Xy

f(x1) f(x2)

* f est une fonction monotone sur I lorsqu’elle est :

- Soit croissante sur I ;
- Soit décroissante sur I.

* Une fonction f est strictement monotone sur I lorsqu’elle est :

- Soit strictement croissante sur | ;
- Soit strictement décroissante sur I.



7) Etude de la variation d’une fonction dans un intervalle
Soit xoun élément de 1’intervalle 1.

- On dit que f admet un maximum f(x,), si et seulement si, f(xy) > f(x) V x € IR.

Tableau de variation

X — X0+ oo

Maximum

f(x)

On dit que f admet un minimum f(x) en Xy si, pour tout x, € IR, f(xy) < f(x),le

point M( X0 ) est un sommet a la courbe représentatif.

f(x0)
X — X0 4 o0
f(x) \f(xo) /
Maximum

Exemple : On considére une fonction définie sur IR par : f(x) = —x? + 2x — 1
a) Etudier la variation de f.

b) Donner la représentation graphique de f.

Solution
a) Etudions la variation de f.
Df = ]—o00; +oo[ = ]—00; 0JU[0; +0of
* Sens de variation de f.
Vxel]—oo;, 0 = 11
v(-1;,-2) €I} —-1> -2
fED =12 +2(-1) -1

=—-1-2-1
= f(-1)=-4
f(=2)=—(-2)?+2(-2)—-1=-4-4—-1=-9

= f(-2)=-9
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—4>-9 = f(-1) >2f(-2);

Alors f est croissante sur ]-oo; 0].

Vxel0; +oof = I,

V(1,2)EIZ>1< 2

fM=—1?*+2(1H)-1=-14+2-1=0

f)=0

f2)=-2)3+22)-1=-4+4-1=-1

f2)=-1

0=>—-1¢e f(1) =f(2), alors fest décroissante sur I,.

* Tableau de variation
f(0)=—(0)2+2(00—-1=0+0—-1=-1
= £(0) = -1

X -0 0 +00

f(x)

-1 est le maximum de fen 0 sur IR
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b) Représentation graphique

* Tableau de valeur

x [-2 [-1 Jo 1 2
fx) |-9 [-4 |-1 |0 1
y
4__
s
2__

8) Parité et période
a) Parité

* Fonction paire
Soit une fonction numérique et Df son domaine de définition.
On dit que f est une fonction paire si et seulement si

Vx eDf,= —x eDf / f(—x) = f(x), alors on dit que f est paire.

Exemple : Soit f(x) = x? — 2. Montrer que f est paire.

Solution

Montrons que f est paire.

Df = ]—o0; +oo]

Vx € Df;=> —x € Df, f(—x) = (—x)? =2 =x2 -2
f(—x) = f(x), alors f est paire.
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* Fonction impaire
De méme que la fonction paire, V x e Df ; = —x e Df/ f(—x) = f(x), alors fest
impaire.

: 1 .
Exemple : Soit f(x) = = Montrons que f est une fonction impaire.
fiex*+#0=>x+#30 2x%0

= Df = ]—00;0[ U ]0; +oo[
Vx € Df;= —x €Df/ f(-1) = —==— = — (%)

0 =
= f(—x) = —f(x), alors f est impaire.

Remarque

De plus de ce qui précede,

VxeDf; > —xeDf/f(—=x) # f(x)et f(—x) # — f(x), alors on affirme que la
fonction f n’est ni paire ni impaire.

b) Fonction périodique
Soit fune fonction numérique. On dit que f est périodique de période T ou T période ;

VxeDf; =2 x+TxeDf etx —TxeDf/f(x+T)= f(x—T) = f(x);alorsf
est périodique de période T.

Exemple :
Montrons que f est périodique de période [ =2 pour f(x) = x - E(x) ou désigne la période.

Solution :
Montrons que f est périodique de période I = 2.

Vx €elR; > x + 2€lRetx-2¢€lR /f(x + 2) = f(x).
f(x+2)=x+2—-E(x + 2)

=x+ 2 — [E(x)‘l' E(Z)]OTE(Z) = 2
$X+Z—E(x)—2 =x—E(x)

= f(x + 2) = f(x); alors f est périodique de période I = 2.
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Chapitre 4 : Polynome et Fonctions Rationnelles

1. Généralité sur les Polynomes
Considérons la fonction numérique définie par :

fx) =1 —2x)(x3+3) + 2x(x® —4) + x? — 1, le développement de f donne :
fX)=x3+3—-2x*—6x+2x*—8x+x?>—1
fxX)=x3+x%—14x+2
Le coefficient du mondme le plus haut degré est 1 ; f est 1 polynome de degré 3.
a. Définition :

Toute fonction numérique f de variable réel x definie par

f(x) = apx™ + ap_1x™ 1+ ap_,x™ % + -+ + ayx? est appelée polynome de degre n ou
An; Ap_1; Np_z; - Qg designe les coefficients de f et n;n — 1;n — 2 ... 0 sont les degre du
polynome f.

a,x" est appelé monome ou terme du plus haut degré de coefficient a,, et de degre n.
On appelle polyndme, toute somme algébrique des mondmes et d’une constante.
Exemple : f(x) = x3+x% — 14x + 2

Le degré de n de f est noté generablement "d°f" = n

Exemple : d°f =3

2. Racine d’un polyndome
On appelle racine évidente d’un polynémef, tout nombre reel a, tel que f(a) = 0. Autrement

dit, pour déterminer la racine évidente d’une fonction f ; ceci consiste a resoudre simplement
I’equation f(x) = 0.

Exemple 1 : on considére une fonction f definie par : f(x) = 2x2 + x — 3. Montrer que le
réel 1 est la racine evidente de f.

Solution :

Montrons que 1 est la racine évidente de f si et seulement si (1) =0
=>f(1)=2x12+1-3=241-3=3-3=0

= f(1)=0

= 1 est la racine evidente de f.

Exemple 2 : Déterminer les racines évidentes de f definie par: f(x) = x? +x — 2
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Solution :

Résolvons 1’équation f(x) = 0

fX) =0 x*+x-2=0 x2—x+2x—2=0

>x(x—1)+4+2(x-1)=0

S>k-1Dkx+2)=0

{x—1=0 {le
ou >1{ ou

x+2=0 x =-2

S ={-2;1}

1 et -2 sont les racines évidentes de f.

3. Produit des Polynomes
Soient fet g deux fonctions distincts definie par :

{f(x)=x3+3x+2
gx)=3x3—-2x>+x—-1

Posons v(x) = f(x) X g(x)

Le produit de deux polynomes f et g est un polynome V tel que v = f X g et de degre v :
d°v =d°(f X g);d°v =d°f + d°g = d°v = 6.

Déterminons le polyndme v

V) =f) X f(x) = (2 +3x+2)Bx3—2x2+x—1)

=3x —2x° +x* —x3 +9x* —6x3 +3x% —3x+6x3 —4x%+2x—2

V(x) = 3x°% — 2x° + 10x* — x3 —x?2 —x — 2

4. Somme des polyndomes
La somme de deux polynomes f et g est un polynome noté (f + g) ; le degré de (f + g) est
inférieur ou égal au plus grand degré des monomes de degré de (f et de g).

Exemple : (lorsque le degré de (f = d°g = 3;alors d°(f + g) = 3).

5. Polynéme du second degré (type : ax® + bx + ¢)
a. Forme canonique

La forme canonique nous sert a factoriser les polynomes du second degré :
Soit p(x) = ax? + bx + ¢),avec (a, b, c) € R5.

- On met premierement a en facteur :
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— 2,b L c
p(x) = a(x +ax+a)
- On cherche le début du carré de x? + Zx :
200 (xae2) (1)
x +ax_(x+2a) (Za)
- Remplagons x? + Zx dans p(x) par son début de carré :
b\? b\? ¢
p(x) = “[(’“ +2) ~ (%) +;]

calfer g - ol -2 e

4a2 4q2 4a?

=a|(x+52) - ()

_ b\*> [b?—4ac
p(x)=a (X+Z) _<T>

Cette forme finale de p(x) est appelée la forme canonique.

Exemple : mettre sous la forme canonique les polynomes suivants :
fi(x) = 4x? —12x + 10

folx) = x* =7x+6

f3(x) = %xz —x+1

Forme canonique :

filr) = 4x% —12x +10 = 4(x2 — Zx + )

=4(x*-3x+ g)

Début du carré de x? — 3x



=4[(x—§)2+1]

fi) =4 [(x -)

2

)

o) = x2—7x+6=1(x%—-7x +6)

2 7 — (N2 _(TN2 (N2 20
2 =Tx=(x-) - (D2=(x-)2-2

00 = (x=D2-2+6)= D2 - (52

25

)= G-2 -2

fi@) = [G-D2+1] =3 -1 +1=f,)

b. Factorisation d’un polyndome du second degré :

b%-4ac

2
Onsait que : p(x) = a [(x + %) - ( e )] d’aprés la forme canonique.

b2—4ac)
4a?

Posons p(x) = a =% etf = —(
On obtient : p(x) = a[(x + @)? + B]
Discussions :

- si f > 0: alors le polynome P n’admet de racine évidente car (x + a)? +
p est superieur u egal a §; donc strictement supérieur a zéro pour toute valeur de x. P
n’est pas factorisable, sinon il sera pour un polyndéme de degré 1 et donc admettrait
une racine évidente.

- si § < 0, alors on factorise le polyndme si P en utilisant la différence de deux carrés
pour factoriser (x + a)? + B et on en deduit les racines de P.

- si B =0,alors p(x) = a(x + a)? et P admet racine double (une seule racine : —a).

Exemple : Factoriser les polynomes suivants :
p(x) =x>—-7x+6

fX)=x*—-2x+1

p(x) =—-2x>+x+5

Solution :

p(x) =x2—7x+6
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G RC)
e p) = ((x - %)2 =+ 6) = ((x - %)2 - (‘“t“))
(-3 0)- (-9~ @)

p(x) = (x—-1D(x-6)

6. Etude de signe d’un polyndome du second degré
Pour étudier le signe d’un polyndme, on procéde de la maniere suivante :

- Donner I’ensemble de définition de la fonction

- Chercher les racines du polynéme

- Etablir un tableau de signe si le polyndme admet des racines. sinon on considere le
signe du mondme le plus haut degré.

- Interpréter le tableau de signe.

Exemple : Etudier le signe des polynomes suivants :
fx) =x*+2x-3

p(x) = x? —10x + 25

h(x) = —x? + 3x — 2

Solution :

Etude de signe des polynomes :

f(x) =x*2+2x-3; Df=1R

Les racines de f,

Résolvons dans IR I’equation f(x) = 0

=>x?+2x—-3=0

2
D’aprés la forme canonique : x2 + 2x = (x + %) -1
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S>((x+1D)%2-1-32x+1)2-4)=0= (x+ 1)% — (2)2
>x+1-2)(x+14+2)=0

=(x-1Dx+3)=0

>x—-1)=00u(x+3)=0

x=1loux=-3

S ={1,-3}

1 et — 3 sont les racines de f.

Tableau de signe :

X —0 -3 + o
(x+3) — + +
(x—1) — — +
f(x) + — +

Vx € |—oo; =3[ U ]1; +oof; f(x) > 0
vx €1-3;1[; f(x) <0
vx €{=3;1}f(x) =0

7. Factorisation par changement de variable
Soit f une fonction definit sur R par f(x) = x* — 3x? + 2

a. Factorisation
Posons X = x?
<=>f(X)=X*-3X?+2

Le début de carré de X? — 3X

- (-3 - () = (-2 -

or X = x?

fO) =(?—D*-2) = (* - (D*(x* - (V2)?)

fx)=(x—Dx+1Dx -V (x+2)
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Etude de signe de f

Vx €EIR; f(x) =0

f) =@x-Dx+D(x-V2)(x+v2)=0
=>x—1=00ux+1=00u(x—v2)=00u(x++v2)=0
>x=1oux=-1oux=+v2ou x=—2

Tableau de signe :

X —o0 -2 -1 1 +2 +oo
(x ++2) - 0 + + + +
(x+1) — — + + +
(x—1) — — — d + +
—V2) - - - - +
fx) (+) - (+) - (+)

V x e]—oo; —\/E[U]—l;l[u]\/i; +00[;f(x) >0
Vx€|-y2—1[u]L; V2[;f) <0
Vx€ {—\/E; -1;1; ﬁ};f(x) =0

8. Factorisation par x — a
Théoréme : Soit f un polynome et @ un nombre reel, a est la racine de f si et seulement si, il

existe un polynome Q (x) tel que Vx € IR,% =x—a)e f(x) =(x—-a)Q).
On affirme que a est racine evidente de f et Q(x) est le quotient de f par (x — a).

a. Détermination pratique :
- Méthode par identification ou méthode des coefficients a déterminer :

On considére le polynome f définie par : f(x) = 2x3 — x? — 4x + 3
a) Calculer (1)

b) Ecrire f(x) sous la forme de f(x) = (x — 1)Q(x), ou Q(x) est un plynome du second
degré.

¢) Factoriser f(x)

d) Etudier son signe

Solution :

f(x) =2x% —x?—4x+3
a. Calculons f(1)
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f()=2x13-12-4%x1+3=2-1-4+3=5-5=0
f(1) = 0;alors 1 est la racine de f.

b. Ecrivons f(x) sous la forme de f(x) = (x —1)Q(x)
Posons Q(x) = ax? +bx +c ©
fx)=(x—1(x%+bx+c)
= ax®+bx*+cx—ax*—bx—c
fxX)=ax*+ b —-a)x*+(c—b)x—c¢
Par identification :
2x3 —x?—4x+3=ax*+(b—a)x*+(c—b)x —c

a=2

b—a=—1 a=2 a=2
= a= :{b—2=—1:>{b=1
c—b=4
c=-3 c=-3
—c=3

Dot Q(x) = 2x2+x—3

fX)=(x-1DR2x%2+x-13)

c. factorisons f(x)
Onaf(x)=(x—1)(2x%> +x—3)
Avec Q(x) = 2x* +x—3

D’aprés la forme canonique de Q(x)

0w =2pt +3- = 2+ - () -4
T G

) -y -

) (- 3)

=2(x—1)(x+2)
Qx)=2(x—-1) (x+§) =(x—-1)(2x+3)

fO)=E-1DQx) =x—-Dkx-1(2x +3)
f(x) = (x—1)?(2x + 3)
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d. Etudions le signe de f
Df =R; VX€ER,f(x)=0=(x—1)?Qx+3)=0
>(x—-1)2=00u(x+3)=0 :>x=10ux=—§

Tableau de signe :

X —0 —% 1 + oo
(2x + 3) — + +
(x —1)2 + + v +
f(x) — + +

Vx € ]—;;1[U]1;+00[;f(x) >0
vx € [-o0;—3[; f() <0

Vx € {—;; 1};f(x) =0
- Méthode par division euclidienne :

Le programme permettant d’effectuer le quotient de deux nombres entiers naturels se
généralise au polynome.

On dispose le calcul de la méme fagon, et a chaque étape on détermine le quotient par x du
terme de plus haut degré du reste.

Exemple : factoriser et étudier le signe du polynome f définit par f(x) = x3 —7x — 6
Solution :

Factorisons f

Cherchons la racine évidente de f pour d = 1.
fH=1)23-7x1-6=1-7-6=-6—6=—12

= n’est pas la racine évidente de f poura = —1ona:
f-D)=(-12-7x(-1)-6=-14+47-6=7—-7=0

f(—=1) = 0, alors —1 est la racine évidente de f

Donc f peut se mettre sous la forme de : f(x) = (x — a)Q(x) aveca = —1

= f(0) = (+ D) => Q) = L2

(x+1)

D’apres la division euclidienne on a :
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x3-7x-6
x+1

Qx) =

x® 4+ x? (x + 1)

—x% — Tx—6|x2 —x— 6
x% 4+ x
—6Bx — 6
+6x+ 6

Qx)=x*—x—6

Etudions le signe de f :

fx) = (x+1DQX)

Df =IR;f(x) = 0Onae (x + 1)Q(x) = 0
=>(x+1Dx>—x-6)=0

D’aprés la forme canonique de Q (x) :

Ona:xz—x—6=(x—%)2—(l)2— =(x—%)2—%—6

2

Sy e e e -
(-1 24D) - -9+ D
f=0e x+1Dx-3)(x+2)=0
Sx+1=00u(x—3)=00u(x+2)=0

>x=—1oux=3oux=-2

—1; —2 et 3 sont les racines évidentes de f.

f) =+ -3)(x+2)

est la forme factorisée de f.

Tableau de signe :

X —0o0 -2 —1 3 +
(x+2) — 0 + + +
(x+1) — — 0 + +
(x—3) = = = 0 +

f(x) — + — +
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Vx € ]—00; =2[U]-1;3[; f(x) <0
vx € 1-2;—1[ U ]3; +oo[; f(x) > 0
Vx €{-2; -1,3}5f(x) =0
- Méthode de Horner :

Cette méthode permet a déterminer le polyndme
Q(x) = ax? + bx + c ou a,b et ¢ des nombres réels.

Exemple : On considére la fonction f définie par: f(x) = —2x3— x? + 4x — 4

Factoriser le polyndme f et étudier son signe.
Solution :

- Factorisation :

Cherchons la racine évidente pour @ = —2

f(=2) =-2(-2)*- (-2)* +4(-2) - 4

= +16—4—-8—-4=16—-16+0

f(=2) = 0 = —2estlaracine evidente de f, alors f peut se mettre sous la forme de:
f(x) = (x+2)Q(x) avec Q(x) = ax®> + bx + ¢

Determinons Q (x)par la methode d'Horner.

-7 —1 4 —4

| -7 4 —BG 4
-7 3 -2 0
a b C

Q(x) = —2x2+3x -2

D’apres la forme canonique :

3—2\/5) (x _ 3+2\/§)

4

fx) = -2(x+2) (x -



Etude de signe de f

Vx EIR f(x) =0 —2(x + 2) (x — 3_?3) (x — 3+2\/§) =0

4

= —2# 0donc (x+2)=0ou (x—g_iﬁ)=00u (x—3+2\/§)=0

4

>x=-20u oux= 3+i\/§ oux =25
—2; 3+2\/§ et 3_2\/3 sont les racines évidentes de f.
Tableau de signe :
x 3-2435 34245
= —2 4 a4 tee
X +2 - ( + + +
3+2¢5 - - + +
X — )
4
3-2v5 - - - 0 +
Y —
4
f0 - + - +
VXE]—OO;—Z[U]3_2\/§ 3+2\/—[ Fx) <0
Vx € ]_2_ 3- 2\/—[ ]3+2\/_ [ F(x)>0
3— 2\/_ 3+2V5
vre {-2 2 2 f@ =0

9. Fraction rationnelle
a) Définition

Toute fonction numérique de la fonction :g ou

f et q sont deux fonctions polynomes, est appelée fraction rationnelle

avec h(x) la fraction rationnelle.

c’est —a - dire h(x) = %

)
x)
b) Domaine de définition

La fraction rationnelle
h(x) a pour ensemble de définition le complementaire dans IR de 1'ensemble des racines de Q (x).

Exemple : Donner le domaine de définition des fonctions rationnelles suivantes :

x%—4x+1
3—x2

x%2-3x+1
242

-3,
x-1’

h(x) = U(x) =

;o flo) =
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Solution :
h(x) = S; h(x)existe si et seulementsix —1#0 >x #1

Dh = IR\ {1} = ]—o0; 1[ U ]1; +oo[

= —————; U(x)existe si et seulement si x> + 2 # 0 = x?
x4+ 2
# —2 (impossible)
DU = ]—o0; +oo[ =[P

2_ 2
%;f(x)existe si et seulement si3 —x?>#0 = (J3) —x?#0 &

(V3—-x)(V3+x) #0

>V3—-x#ouv3+x#0

f&) =

—x# —V3oux# —V3 =2 x +#V3oux# —V3

Df = }—co;-—\ﬁ§[U:L—\ﬁ§;\ﬂ§[LJ]\ﬁ§;'+Oo[

¢) Simplification des fractions rationnelles
Pour simplifier une fraction rationnelle, on procéde de la maniére suivante :

- Donner I’ensemble de définition ;
- Factoriser le numérateur et le dénominateur puis simplifier la fonction.

Exemple : Soit f(x) = %; simplifier f(x)
Solution :

Simplifions f

f(x)existe si et seleument six +2 #0 = x # 2

Df = ]—o0; =2[ U ]-2; +oo]

2.4 (x+2)(x-2)
e € DF () = = D o

f(x)=x—-2

d) Etude de signe d’une fraction rationnelle

x%2-x—6
9—x2

On consideére une fonction rationnelle f definie par: f(x) =

1. Donner la condition d’existence de f
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2. Etudier le signe de f
Solution :
1. condition d’existence de f
fexiste si et seulement si9 —x*> #0 & 32 —x2 # 0
>50B-x)B+x)#0=3—x+0et3+x+#0

>x#—-3etx+#3

Df =]—-00; —=3[U]-3;3[U]3; +oo]

2. ¢tude de signe f

Vx € Df, f(x) =0 & 28—

9—x2

oxl-x—-6=0

(e -E=0m (r-2-9 (- 24D 0

>5@x-3)(x+2)=0=x=30oux=-2

Tableau de signe :

X
- 3 —2 3 + 00
(x +3) — |0 + + +
(x +2) — - 0 + +
3—x + + + 0 —
fe) [+ - + —

Vx € ]—o0; =3[U]-2;3[; f(x) >0
Vx € 1-3; 2[U]3;+o[;f(x) <0
Vx € {3; -2} f(x) =0

Remarque : pour une fraction irrationnelle (avec variable sous radical), il est nécessaire que
I’expression sous radical soit positive ou nul.
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- Domaine de Définition d’une fonction irrationnelle

Pour donner le domaine d’une fonction irrationnelle, on prend ce qui est la racine carré
supérieur ou égal a zéro.

Exemple : Donner le domaine de définition des fonctions irrationnelles suivantes :

f(x) 3 si et seulement si4—x >0
>x<4
= X € |—00; 4[

a) f(x) = 2xvV4 —x ‘

b) g(x) = V—x
x2 -9

c)h(x) =

Solution :

Domaine de définition :
f(x)existe si et seulement si4 —x >0 = —x > —4
>x<4

= X € |—o0; 4[

Df = ]—o0; 4]
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Niveau : 2" S

Devoir surveillé de Mathématiques

Activité numérique :

Exercice N° 1:

Ecrire en extension les ensembles suivants :

E =les diviseurs de 15

F = les nombres premiers plus petits que 20
G={xeN/x=3kaveck=0;1;2;3;4;5}
H=ENnFnNnG

Exercice N°2 :

On définit dans Q la loi de la composition interne par : V (x,y) € Q%?;x Ly =x+7y+5

- calculer 2 L 6 et 6 L 2 conclure
- démontrer que Q possede un élement neutre pour laloi L

Activité géométrique :

Exercice N°1 :

Développer et réduire les expressions suivantes :
a=70—-4V+3{U+3W)-502wW— V)
b=4Qi- ¥)—4@i—- 8)+3u
c=2u—-3057— u) +4(w + 29)
d=u+23v+ w)—5Qu + 37v)

Exercice N°2 :

On donne la figure suivante :

Complexe les égalités suivantes.

A C D B

| | | |
| | [ [

BD=?AC: AC=? AB: BD =? AD et BC = ?AB
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Chapitre 5 : Equation et Inéquation dans IR et IR X IR
L Equation et Inéquation dans IR
1. Généralité
a) Définition

Soit A et B deux ensembles.

(E): < f(x) = g(x) >» au f et g sont deux fonction de A vers B, est appelée équation dans
A d’inconnue x.

- tout élément < de A verifiant f () = g(«) est appelée solution de 1’équation(E).

- résoudre dans A 1’équation (E), ¢’est chercher des éléments qui sont solutions de (E).

- I: < f(x) < g(x) >,ou f et g sont deux fonctions de A vers IR est appelée
inéquation dans A, d’inconnue x.

- tout élément < de A vérifiant f(x) < g(x) est appelée solution de 1’équation (I).

- résoudre dans A I’inéquation (I); ¢’est chercher I’ensemble de A qui sont solution de

0.
Exemple : on considére 1’équation (E):
1 1 4

x+2  x-2 2x+1
Nous dirons que (E) est une équation d’inconnue x. Avant de résoudre une telle équation, il

convient de préciser les contraintes sur I’inconnue : (x —2) #0; (x +2) #0et 2x+ 1) #
0

x¢—2;x¢2€tx¢—%

—3 et 1 sont les solutions de (E).

- pour résoudre une équation ou une inéquation, on procede généralement par la
transformation d’écriture, utilisant les régles de calcul relatives aux égalités dans IR

En particulier, une équation ou une inéquation aura les mémes solutions que I’équation

obtenue :

- en ajoutant un méme nombre réel aux deux membres de cette équation ou inéquation ;

- en multipliant les membres de cette inéquation ou équation par un méme nombre réel
non nul.

De telles inéquation ou équation sont dites équivalences.

Définition : deux équations ou inéquations sont équivalentes lorsqu’elles ont le méme

ensemble de solution.
xX+2 _ x—3
5x+19  10x—26

Exemple : Résoudre dans IR 1’équation (E):

- contraintes sur ’inconnue :

(E):3e5x+19+0et10x—26 %0

19 13
=> X F -5 etx :/:?
19 13
X € IR\{—?,?}
. 19 13
Pour tout nombre réel x € IR \ {—? ;?} ona:

(E):(x+2)(10x — 26) = (x — 3)(5x + 19)
= 10x% — 6x — 52 = 5x% + 4x — 57
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=>5x2—-10x+5=0
>5(x%2-2x+1)=0
5+0

> x?—-2x+1=0
> -1Dkx-1)=0
>x=1

Le nombre réel 1 appartienta IR \ {— ? ,%} , il est I’unique solution de (E).
- résoudre dans IR 1’inéquation (I): X2 X3
5x+19  10x-26
- contraintes sur I’inconnue : x € IR \ {— % ,%}
- pour tout nombre réel x appartenant a IR \ {— ? ,%} ona:
x+2 x-3
(I): — <0

" 5x+19  10x-26
(x+2)(10x—26)—(x—3)(5x+19)

(5x+19)(10x—-26)
5x%2—10x+5
(5x+19)(10x—26)
5(x%2-2x+1)
(5x+19)(10x—26)
5(x—1)?
(5x+19)(10x—26)
>x-1)2<0=>x<1
, ) 19 13
L’ensemble de solution de (I)est : x € ]—?; 1[ U ]1;?[

<0

2. Equation et Inéquation reliant deux polynomes
Soit a résoudre dans IR :

(E):x®+x+6=2(8—x—3x?
>x3+x+6-2(8—-x—-3x2)=0
=>x3+6x2+3x—-10=0

1 est une racine évidente

> x—-1DE*+7x+10)=0
x—1=00ux?*+7x+10=0
A=7?—-4x1%x10=49—-40=9

B>02x =020 5
-7+V9  -7+3 -4
) = = =—=—2
2 2 2
>x=1oux=-5oux=-2
' §={1,-5;-2} |

(D:x3+x+6<2(8—x—3x?%

[=2x3+x+6—-2(8—x—3x%)<0
= x34+6x2+3x—10<0

(x — 1) (x? + 7x + 10)< 0+
x=1loux<—-5oux<-2

X € |—0;1]
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3. Equations et Inéquations liant deux fractions rationnelles

Soit & résoudre dans IR (E): — = Z

x2-1  x-1
Les contraintes sur I’inconnue, pour (E)
x € IR\ {—-1;1}
=>x(x—1)=2(x%-1)
>x—-1Dx-2x+1)]=0
x—1D(x—-2x—-2)=0
x-—1D(=x-2)=0
x=1loux=-2
La solution 1 est rejetée car x doit appartenir a x € IR \ {—1; 1} ; I’équation admet une seule

solution —2 .
- résoudre 1’inéquation 2x <
x“—1 x—1
- Pour tout x element de IR \ {—1; 1}
x 2 2(x+1
x2-1 x-1 x2-1 x2-1
X—2x—2 —-x—2
<0 > <0
x2-1 x2-1
x—2
(x—1D)(x+1) —
= —x —2 <0 = x> —2 Réduction au méme dénominateur
x
—o0 -2 -1 1 4o
—x —2 + I — — -
x +1 — — + +
x —1 — — — +
T (x) + — + —

L’ensemble de solution dans R est : x € [—=2;1[ U ]1; +oo]

4. Equation et Inéquation avec valeur absolues
Considérons I’équation dans IR ; (E): |2x — 5| = |x — 1|
On sait que deux nombres réels ont méme valeur absolue si et seulement si ils sont égaux ou
Opposés.
Donc : pour tout nombre réel x
(E):=2x—5=x—1ou2x—-5=—-x+1
=2x—5—-x+1=0o0u 2x—5+x—-1=0
>x—4=00u3x—-6=0

X oux 3

>x=4oux=2

(E) : admet donc une paire {2; 4} pour ensemble de solution.
- Considérons I’inéquation dans IR,

(D :|x?+x-3]<|2x — 1]
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Les deux membres de I’inégalité étant positifs, on a, pour tout nombre réel x :
(D: (x*+x—-3)2< (2x — 1)

> @2 +x—-3)2-2x—-1)?2<0

=>x*+2x3-8x2—2x+8<0

> 2 —x—-2)(x*+3x—4)<0

—1 et 1 sont des racines évidentes des polyndmes x » x? —x — 2 et x » x* + 3x — 4
=> Aprés factorisation :(I) © (x+ D(x —-2)(x—1D(x+4) <0

Posons :P(x) = (x+ 1D)(x —2)(x — 1)(x + 4)
PX)<0ex+1<0ou(x—2)<0oux—1<0ou(x+4)<0
=>x<-1,x<2;, x<loux<-—4

Tableau de signe

X —o0 —4 -1 1 2 +oo
x+1 — — ( + + +
x—2 — — — - ( +
x—1 — — — ) + +
x + 4 - ( + + + +
P(x) + ( — ( + ( - ( +

(I) admet donc pour ensemble de solution[—4; 1] U [1; 2].
I1. Equation et Inéquation dans IR x IR
1) Généralité

Dans un plan muni du repére (0, 1,]), on considere les deux points A (_42) etB (i) écrivons

un systéme d’équation et d’inéquation qui représente le segment [AB].
X
Soit M (y) un point du plan tel que M € (AB) et que x4, < x < xp

M € (AB)
ME[AB](:){XASxSxB
N {det(AM,AB) =0

-2 <x<3

x+2 5
3x+5y—14=0
|y—4 ~3 =0:>{_ )
{—2st3 2sxs=3
a2
\\(4?{,\
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a. Définition :

Les systémes ¢tudiés dans ce chapitre ont deux inconnues et sont constitu¢s d’équation ou
d’inéquation ; une solution d’un tel systéme est couple (x;,y;) de nombres réels qui vérifie
toutes les équations du systéme.

- les contraintes du systéme sont celles de chacune des équations et

- inéquations de ce systeme.

- résoudre un systéme c’est trouver dans IR * IR 1’ensemble des solutions communes
aux équations ou inéquations qui composent ce systéme.

- deux systémes sont équivalents lorsqu’ils ont le méme ensemble de solution.

Remarque :

L’ensemble des solutions d’un systéme est I’intersection des ensembles de solution des
€quations ou inéquations qu’il contient.

b. Utilisation du déterminant

ax+by+C=0

Soit le systéme (S) :{a’x +b'y+c=0

|:, ll)), = ab’ — a'b est appelé déterminant.

Propriété : un systéme de deux équations admet un seul couple solution si et seulement si son
déterminant est nul ;

- si le déterminant est non nul, le systtme admet une solution que I’on détermine par
substitution ou combinaison linéaire ;
- s’il est nul, vérifie ensemble si une solution particuliére de I’une des équations est
solution de I’autre :
- si oui, le systeme admet une infinité¢ de solution représentée par une droite ;
- sinon, le systéme n’admet pas d solution.
2) Résolution :

Résoudre dans IR X IR les équations et inéquations suivant :

4x—-12y=4
{43‘ —12y =4 (1) {7);—213;=7
7x — 21y =7 (2) 11x-33y=11
= 11x =11+ 33y
zx:@:m=3y+1(3)

(1) 4By+1)—-12y=4
=212y +4-12y=4=>y=0x=3y+1 2>3x0+1 =>x=1

S ={(1,0)}
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ACTIVITES GEOMETRIQUES
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Chapitre 1 Vecteur et point du plan

I
1.

Vecteur
Définition : on appelle vecteur, un segment de droite orienté. C’est un €lément d’un
ensemble appelé vectoriel.

Un vecteur est représenté par une fléche, cette fleche se présente sous la forme d’un
segment de droite.

Exemple : le couple de points (AB) est déterminé ou noté par : AB et on dit un « vecteur
AB »

2. Caractéristique d’un vecteur

Un vecteur est caractérisé par son origine, sa direction, son sens et sa norme (longueur).

Soit A et B deux points distincts du plan.

La direction du vecteur AB est celle de la droite (AB). On affirme aussi que la droite
(AB) est le support du vecteur AB .

Le sens du vecteur AB est celui de A vers B.

La norme du vecteur AB est distance AB.

L’origine du vecteur AFB estle point A.

3.

A AB B (AB)
>
Origine Extremite

Egalité de deux vecteurs

Deux vecteurs sont €gaux, si et seulement si, ils ont méme direction, méme sens et méme

norme.

Autrement dit : les vecteurs AB et CD sont ¢gaux si et seulement si ABCD est un

parallélogramme.
AB=CD
A B
AC=BD
AB = CD = ABCD est un parallélogramme
C D
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4. Caractere d’un point

On considére un point A et un vecteur U il existe un unique point M du plan tel que le

vecteur AM' = U .

Un vecteur quelconque d’une famille des vecteurs égaux est aussi désigné par une seule

lettre. (a I’exemple de vecteur U ).
La norme du vecteur U se note : ||L7 IR

|U||= AM.

ir -

Remaraae : tout vecteur ayant I’extrémité contondu avec 1’origine est le vecteur nul (5).
Exemple : AA= BB=pp= MM= 0

-La norme du vecteur Hl7 || = ||WH= d (AM)= AM

- [I=Ul = 110]

I1. Somme, différence de deux vecteurs
1. Addition vectorielle

Etant donné deux vecteurs U et V, on appelle somme des vecteurs U et V, la notation U + V.
Si le vecteur U=AB et le vecteur V=BC alors U + V = AC d’apres la relation de Charles.

—

U+ V=48 +BC

—AC, = |AB+BC = AC
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L"égalité AB+BC = AC

1|

B — —_—
Exemple : pour construire la somme de deux vecteurs de méme origine AB + AC , on

construit le parallélogramme ABCD tel que CD = AB
AB+AC= CD+AC

—AC+ CD=AD.

. —_— —— .
La somme vectorielle AB+AC est portée par le

diagonale passant par A et D u parallélogramme.

2. Vecteur opposé et différence de deux vecteurs

Comme AB +BA= AA= 0 (d’apres la relation de Chasles, on affirme que BA estle

vecteur oppos¢ a AB

AB +BA=0 © AB= —BA
SilU=AB=BA=—1U

AB

BA

A

Selon I’exemple précédent, comme le vecteur
CD +AB=VetDB+CA= —AC=—-V

alorsOna:U — V= AB — CA = C—D>+ DB= CB=U-V=CB
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U—V
La différence vectorielle CE est I’autre diagonale du parallélogramme ABCD ci-dessus.

Remarque : deux vecteurs sont opposés lors qu’ils ont méme direction, méme norme mais de

. = ——d A . . ~ .
sens contraire. Alors le vecteur ABet BA ont méme direction, méme norme mais de sens
contraire.

3. Propriété de I’addition vectorielle

- —

Quel que soit le vecteur U VetW du plan, on a :

U+ 0=0+U0=10 (Neutralité)

U+ (— U= (—L_f) +V =0 (le symé;c)rique de U différent de vecteur.
A

=l

U+ (V+ w)

W+ N+ w
4. Inégalité triangulaire

—

On considére un triangle ABC, Uet V deux vecteurs du plan tel que AB=Uet BC= Vet
AC=U+V
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D’aprés la relation de Chatles, AB + BC = AC
or [[AC]| = ||AB][ + || BCI

= 1U + V]| = [[U]|+ [IV]]

Inégalité triangulaire
III.  Produit d’un vecteur par un nombre réel

Soient A et B deux points distincts, K est un nombre réel et C le point de la droite (AB) tel
que AC = |k| X AB

e SiK > 0, B et C sont situés du méme coté % a A ;
e SiK <0,B et C sontsitués de part et d’autre d’A. finalement, AC = KAB, ce qui veut

dire que AC et AB sont colinéaires.

_—  — 2 ——

Exemple : placer es point 4, B, C dans un plan sachant que AC = 3AB etAC = §AB

puis dire si les deux droite sont colinéaire
Solution

B A
1
|

AC = KAB alors AC et AB sont colinéaires
1) Définition

Soit U un vecteur, K un nombre réel, on appel produit du vecteur U par le réel K, le vecteur
W tel que W = KU.

U est non nul, (U) * 0)

e SiK=0>W =0

e SiK>O0 = W etU ont méme direction, sens contraire et la longueur de W estle
produit de la longueur du vecteur U par K.

e SiK< O =W etU ont méme direction, sens contraire et la longueur du vecteur
W estle produit de la longueur de U par —K.

e C(Cas particulier

o 1xﬁ=A_B’;(—1)xA_B’=—EetOXE=F
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e KU=0=K=0o0ul =0
2. propriété

Quel que soit les vecteur U etV et le nombre réel a et B,ona:

o a(l_f + 7) = aU + aV.
(a+ ﬁ)a7+,817
a(BU) = (@p)U

Exemple :

1 - 1 — -
200 )=(3x9) U =30
e 3 -U=3B-1)U=2U0
o 3(U+V)=3U+3V

IV.  Combinaison linéaire, décomposition d’un vecteur
1. Combinaisons linéaire

Soit U etV deux vecteurs donnés.

Tous vecteurs de la forme aU~ + ,6’7 ou a et f sont des ombres réel, est appelé
combinaison linéaire des vecteur U et ,BV. a et § désignent les coefficients respectifs de U
etde V.

2. Vecteurs colinéaires

Deux vecteurs sont colinéaires si I’un est le produit de I’autre par un nombre K

— — — .o, . N
- Comme O = 0O XU, alors O est colinéaire a tous les vecteurs
- Deux vecteurs non nuls de méme direction sont colinéaires

- Si quatre point ABC et D distincts sont tel que AB’ et CD’ colinéaire, alors les droite
(AB) et (CD) sont paralleles

Alors 1l existe un nombre K tel que CD =KAB

- Autrement dire AB et AC sont colinéaire signifie que les point AB et C sont alignés.

Exemple : si [ est le milieu du segment

[AB] alorsAl = 1B & Al = %ﬁ alors Al; AB et 1B sont colinéaire.
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3. Vecteur directeur

Un vecteur directeur est un vecteur qui dirige ou oriente la droite. Tout vecteur non nul

U)ayant la méme direction que la droite (D) est appelé vecteur directeur.
(D)

4. Vecteur unitaire

On appelle vecteur unitaire, tout vecteur de norme est €gal a un
Exemple |[7]| = ||J]I= 1
% Propriété :

Tous vecteurs colinéaires 2 U est de la forme KU ou K € R,

Ona:||[KU ||= 1 = [K.||U||=1

D’aprés la définition de la valeur absolue, on a :|K| = {flé S;ikk><00
e k= = k== T
Alors |K|.|U]| = 1 = o] =1 [ o1 <7 =i
| ) —k.||U]| = _ 1 PR Wt )
kllUll -1 k= RG] Tl

Remarque : une droite admet deux vecteurs directeurs unitaires opposés :

(D)

< >
— 0 T

Choisir 'undes deux vecteursrevient a orienterla droite.

(D)

<
o
—s

—1I

5. Centre de gravité d’un triangle



Soit ABC un triangle, I, ] et K les milieux respectifs des segments [BC], [AC] et [AB].

A
Le médianes [AI], [BJ] et [CK] sont concourants en un point
K G appelé le centre de gravite et vénfie:
J —_— 2 22— 2 —
AG =-Al ;BG=-B]etCG=-CK.
B 3 3 3
C

a. Propriété

Le point G est centre de gravité d’un triangle si et seulement si GA+GB +GC = 0, sil

est le milieu alors AG = gﬁ .
Démonstration :

Dire que G est centre de gravité du triangle ABC signifie que .GA+GB +GC = 0
Fixons A comme point d’origine ;

D’apres la relation de Charles

A€ (GA) © GA=GA+ A4

A€ (GB) © GB =GA + 4B

A€ (GC) & GC =GA+AC

Ona: GA+AA+ GA+AB+GA+AC=0
= 3GA+AB+AC =0

= 3GA = — (4B + AC).

I est le milieu du segment [BC]si et seulement si IB+IC=0
D’apres la relation de Charles

1€ (AB) © AB = Al +1B

A€ (AC) & AC =4l +1IC

Donc 3GA = — (4l + 1B + 4l +1C)

=—<2ﬁ+ﬁ+ﬁ)
0
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= 3GA = — 24l

= 3GA = 24]
— 2—>
© GA=Al

Le point G algébrique de points A, B et C.

6. Mesure algébrique.
a. Définition

La mesure algébrique AB est le nombre AB tel que

AB=ABx I ou T est un vecteur unitaire directeur de la droite (AB).

—_— =

AE %1
I A B
AB = AB.1
(xp — x0T

AB = xBi) - xAT
b. Propriété
Soit ( D) une droite orientée par un vecteur directeur unitaire 7

Quel que soit 4, B et C de la droite (D), tout nombre réel a, on a:

v |AB| = ABetAB = — 4B
v Si A+ B, alors:

AB = ABsi et seulement si AB et? sont de méme sens

AB = — AB sietseulementsi AF et 7 sont de sens contraire.
AB = 0 © A=B

AC = oAB & AC = aAB

AB +BC =AC © AB+BC = AC (Relation de Charles)

V. Configuration de Thales
Soient deux droites (D)et (A).

Soient trois points A, B et C et leur projection A’, B' et C' sur (D) parallélement a (A). Alors
le vecteur
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= — =
AB AIB1
AC  Aic
S—==—=K
AB AIB/

Dans la projection de la droite (D) sur la droite (D") paralléelement a (A)
A—s4 B—>F c——c

(D] A B C (.ﬁ)

(D"
A B’ C'

La projection concerne les égalités vectorielles.

VI. Bases, cordonnées dans une base et déterminant de deux vecteurs
relativement a une base
1) Base et repére
On appelle repére cartésien du plan p, tous les triplés (0,7,7). O est I’origine du repére 7 et J

ont des vecteur ortho normaux du couple (7,])

Constitué d’une base.

M
4 R(0,7,])

)

Repére dans le plan

W
5

Il existe trois types de reperes :

- Le repere orthogonal dans le plan : OI # 0]
- Le repére orthonormal dans le pan : O = 0]

- Le repére spécial (repére dans Iespace : (07,7, k)
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NE R(01),k)
X
Dansl’espace  |ocooooooo- M| Y
i 3
0 l i ~ y
1 J
L

2) Coordonnées d’un vecteur

- 7 3 .
Dans une base (7,]), tous vecteurs V, se décomposent de fagons unique sous la forme :

x
y

= - - X , — — /X
V =xi+yJ, avec (y) les coordonnées du vecteurs V et on note : V (y) ou
A

W

3) Forme analytique

— — ! = 4 + ! 7
Si V(x,y)etU(;C],) ,alors V + U(; +;C1’) etV K €R; KV (Z;)

Preuve :

Vix,y) e@]) =2V =xi+y]

U(x,y) €e@) =2U=xT+vy7]

> V+U=xi+y/+xT+y7

=xT+xT+yj+y] o V+l= (x+ )T+ (v +y)].

Remarque :

La droite (OI) est appelé axe des abscisses et la droite (0]) et appelé axe des ordonnées.

4) Base ortho normés

Soit une base orthonormale (17,])
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- Lanorme d’un vecteur U (;) etde: [|U]] = /x2+y?

- L’égalité xx’ + yy' = 0 prouve que les deux vecteurs V_ (;) etU (;i) sont
orthogonaux
- L’égalité xy’ — x'y = 0 prouve que les deux vecteurs V_ (;) etU (;i) sont

colinéaires

X!

y,) forment une

- L’égalité xy’ — x’y # 0 prouve que les vecteurs v (;) etU (

base.

VII. Déterminant de deux vecteurs
a. Définition :

Soit (7,7) une base de B

2 (;) etU (;:) deux vecteurs du plan

On appel déterminant de U et V relativement 4 la base (7,7) lenombre xy’ — x'y eton
note : det (V,U) | Det (V,U) = xy’ — xy|

Pour calculer un déterminant, on dispose les cordonnées VetdeUdela facon suivantes :
by
y

I’indique la figure ci-dessous puis la différence des produit.

ensuite, on effectue les produit des coefficients suivant les diagonales comme

!

!

Det (U V) = |)X;><;,| = xy' —x'y

Exemple : soit les vecteurs U (g) v (_24) etw (i)

Calculons : det (V U),det (U V),det (U W),etdet (V W),
Solution :

Calculons les déterminants

- — 2 2 _ _
det (V 0), |_4 3|_ 6+8= 14
det (V U) = 14

- - 2 2 . a_ _
det (T V), |3 _4|_ 8—6= —14
det (U V) = —14

det (V ), |_24 i =2 (-12) = 2412 =14
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det (V W) = 14
det (T W), |§ i|= 2-9=_7

det (U W) = -7
Théoréme :

- Deux vecteurs sont colinéaires si et seulement si leur déterminant est nul : c’est-a -
dire U’ (;) etV (;i) sont colinéaires lors ce que det (U V)=0
- Deux vecteurs (7, ) forment une base déterminant de Iet f est non nul. C’est-a-dire
- o 1 0
Det (I,J) = |7 7|=1-0=1
(=g 3
Det(7,j) # 0,alors (7,7) forment une base.
b. Calcule dans un repére :

X x
% SiA (x';) et B (xi) dans le repére (0,7 J) alors

AB (YB - YA)
% Sil est le milieu du segment [BC], alors :

I (xc+xB . YctyB . )
2 7 2 7

®,

X x x
% Si A( A) ;B ( B) et C ( C) dans le repére (0,7 ) et si G est le centre de gravité du

Ya 84:] Yc
triangle ABC alors G (xA+x33+xC; yAﬂ;BerC; )
Preuve :

G est un centre de gravité du triangle ABC si et seulement si GA+GB+GC=0
introduisons le point O a I’aide de la relation de shasles :

0 € (GA) © GA= GO+ 04

O€ (GB) © GB = GO + OB

0€ (GC) & GC = GO +0C

Ona: GO+ 0A+GO+0B+G0O+0C=0

360+ 0A+0B +0C=0  360= —(0A+0B+00)

©3G0 = (0A+0B+0C) o 0G= ;(0A+0B+0C) (2)
—  /Xa—X0\ —— (xb—x0 — (XC— X0\ —— (Xg — XO
Or 04 = (ya_yo) ,0B (yb_ya), 0C (yc_yo)etOG (yg_yo),

A T’origine du repere xo = yo = 0
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(04 ()
= % (5,) o ona: @ (5°) =62+ 6ol 6ol
oc (35) Yo/ lfzave
— X
06 ()

XA+XB +XC
X6\ _ -
Vg Yat¥YBtyc

3

Xpat+xp+xc
;CG 3

__ yatystyc
G~ 3

xG Xptxptxc
3
=G (}’G) eG (J’A+J’33+yc>

c. Expression analytique de la caractérisation vectorielle

X

VM(y

)€ [AB] @5t e[0,1]

X Era—d —
A (1) et 4B (ap)/ AM = tz5

G=x) =t () = 6=x) =)

X —x4 =at {x=at+xA
— ;t€e|0:1
{y—xy—at y=yatpt 10;1]
Exercices
Exercicel :
On donne la figure suivante :
A C D B
L & L & & & )
Compléter les égalités :

Exercice 2 :

Soit ABC un triangle quelconque.
1. Construire les points D et E tels que AD = BC et CE = 2BA
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2. Démontrer que D est le milieu du segment [ﬁ]

Exercice3 :
Développer et réduire :

7Uu—4v + (U + 3w) — 502w — V)

Qu
Il

b=40ui-9)—43i—7) +3u
¢=2u—-3(050—1u)+4(W+ 2v)
a=1u+203v+w)—5Q2uU+ 37)

Exercice 4 :

Soit ABC un triangle

1) Construire les points M et N tels que : AM = — gﬁ et AN = — ER
2) Démontrer que (MN) et (BC) sont paralléle

3) Soient S et T les milieux respectifs de [BC] et [MN]. Démontrer que les points A, S et

T sont alignés

Exercices :

Le plan vectoriel V est muni d’une base (7, ))

Soient les vecteurs ﬁ(;); 1_5(_24) ; W(i)

Calculer det(¥, %) et det(u — W) puis calculer les normes des vecteurs uv; w et w + u.
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Chapitre 2 : Les angles géométriques et orientés

I. Angles orientés
1. Angles de vecteurs unitaires.

Un vecteur unitaire est un vecteur de norme 1 soit U et V deux vecteurs unitaires et ©)le
cercle trigonométrique de centre O, alors, il existe deux points M et N du cercle tel que :
OM=1U etON =V
(] L’angle orienté des vecteurs
unitaires U etV ,noté (U,V) est
* ’angle de rotation de centre O
qui transforme M en N.

Remarque :

- D’angle orienté de demi- droite ([OM), [ON) est I’angle des vecteurs (W, Wv’) ;
I’angle géométrique MON correspond a deux angle orientés de sens contraire :
(OM, ON) et (ON, OM) tel que (OM,0N) = —(ON,OM)

2. Mesures d’un angle orienté

Toutes les mesures d’un angle (17 , l7) sont de la forme a + 2km ou a est la mesure principale
et K un nombre entier relatif V(K € Z).

Exemple : soit OMN le triangle équilatéral ci- contre

@ —_——
{_ La mesure principale (OM, ON) dans le sens

de directe. Dans le sens indirect, La mesure

N
principale est — (27‘[ - g) soit g —2m
‘ Apreés 3 tours dans le sens directe, la mesure
M est g + 3 x 2 alors toute les mesures sont

%+2kn;KEZ.

NB : les angles (17 , 17) et (V, U ) sont opposés, leurs mesures principales sont opposés.

3. Angles et transformations
> Les transformations, les rotations et les mesures et I’orientation des angles.
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> Les réflexions (ou systématique axiales) ne concerne pas 1’orientation : un angle et son
image sont des angles opposés.

Exemple :

Méthode :

II. Angles inscrits
1. Angle inscrit, définit par une corde et un point.
a. Angle au centre et arc de cercle intercepté

Soit(C) , un cercle de centre O et [ AB] une corde qui n’est pas un diamétre

- la corde [AB] détermine sur (C) 2 arcs de cercle noté
le AB plus petit et AB le plus grand.

- L’angle AOB est appelé 1’angle au centre, il
intercepte 1’arc

- Lors ce que [AB] est un diamétre, I’angle AOB est
plat.
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b. Angle inscrit et angle au centre associé

Soit (C) un cercle de centre 0. A, M et B trois points distincts de (C) .

A

AMB est Appelé angle inscrit dans 1 cercle de centre O.

L’arc de cercle (C) ne contenant pas le point M est appelé arc intercepté par I’angle
AMB

’angle AOB est ’angle au centre associé¢ & AMB .

Remarque :

C.

L’angle inscrit AMB intercepte :

L’arc AB lors ce qu’il est aigu (figl)

L’arc AB lors ce qu’il est obtus

L’angle au centre AOB intercepté tous les cas de figure 1’arc AB
Relation entre I’angle inscrit et I’angle au centre associe

Soit AMB un angle inscrit dans un cercle de centre O.

1) Sil’angle AMB intercepte I’arc AB (fig 1), alors la mesure de ’angle

AMB = % mes AOB

2) Si AMB intercepte ’arc AB (fig2) alors la mesure de I’ange AMB est de mes =

2.

mes AMB = 180° —% mesAOB

Angle inscrit définit par une corde et une mesure demi-triangle

Soit (C), un angle de centre O, [AB], une corde qui n’est pas diameétre de ( C) et (TT’) sa
tangente.
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0
~
I B

C
T

Les demi-droites [AT)et [[AT") sont des demi-tangentes en A a (C).

Les anglesTAB et T'AB sont des angles inscrits défini par la corde [AB] et les demi-
tangente respectives [AT)et [AT")

®
()

mesTAB = %mes AOB
Ona:

mesTAB =180°—% mes AOB

3. Conséquence

Propriétés.

Des angles inscrits qui interceptent le méme arc ont méme mesure :
mes AMB = mes ANB & a1 = a,

B C
b -H"-: _.jg_ & “ |I I| %
40 '-II. | I| -:\'.
9 b A | | 4D
’ | \ * | /
| / | | IIIIIE[ I| ||32 / II|
\ /
\ | |I s
A I".|I !v:'/
H*-\-\__\_ _ ____f H
M——

Des angles inscrits a intercepter deux arcs de méme longueur ont méme mesure :
mes AMB = mes DNC < 0, =0,
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La bissectrice d’un angle inscrit
partage I’arc intercepté en deux arcs de

méme longueur

mes AMO = mes OMB & B, = f3,

AMO et OMB sont des angles adjancents.

M

Si M est un point de 1’arc AB et N un point de I’arc
AB alors les angles AMBet ANB sont
B supplémentaires :

mesAMB + mesANB = 180°

4. Lieu géométrique de points m tel que : mesAMB = «
a. Etude préliminaire :

Considérons deux point A et B distincts du plan, la droite passant par A distinct de (AB).
Nous admettons qu’il existe un et un seul cercle C passant par B admettront la droite (D) pour
la tangente en A. en effet il existe deux cas de figure possible.

©) ©
A
0
A B
®) (D) L (4B) (D) 1.(AB)
D)

5. Détermination de lieu géométrique des point M tels que mesAMB = a

Soit A et B deux point distincts & un nombre réel tel que : O aaa 180° le lieu géométrique
des point M tels que mesAMB = a est la réunion de deux arcs de cercles symétrique par
rapport a la droite (AB) .

87



Exemple :

6. Quadrilatere inscriptibles
A. Quadrilatere convexe, croisé
a. Quadrilatére convexe

Le quadrilatere ABCD est convexe si et seulement si

- Les sommets opposés A et C n’appartiennent pas a un méme demi-plan de frontiére,
la droite (BD) et les sommets opposés B et D n’appartiennent pas a un méme demi-

plan de frontiére (AC) ; les segments [AC] et [BD] sont a I’intérieur du quadrilatere.

A

C

b. Quadrilatere croisé

ABCD, est un quadrilatére croisé car les sommets opposés A et C appartiennent au méme
demi-plan de frontiere (BD) et les sommets opposés B et D appartiennent aussi au méme
demi- plan de frontiere (AC).les segments [AC] et [BD]
sonta A D DPextérieur du quadrilatere.
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¢. Quadrilatére non convexe, non croisé

ABCD est un quadrilatére non convexe non croisés lors ce que les sommets opposés A et C
appartient a un demi-plan de frontiere (AB) et lors ce que les sommets opposé B et D
n’appartiennent pas a un méme demi-plan de frontiere (AC).

Remarque

- D’ordre dans lequel on doit écrire le sommet d’un quadrilatére est essentiel.
- Un quadrilatére est soit convexe, soit croisé, soit non convexe, non croisé.

La somme de mesure des angles d’un quadrilatére convexe est de 360°.

A

B. Quadrilatére croisé inscriptible
Un quadrilatére croisé est dit inscriptible s’il existe un cercle passant par les quatre sommets.

Exemple : le quadrilatere ABCD croisé ci-dessous est inscriptible cas ses quatre sommets
appartiennent a un méme cercle.

Théoreme
Un quadrilatere croisé est dit inscriptible si deux de ses angles opposé ont méme mesure on a :

{mes A =mes B
mes D = mes C

AL T
./n-’\ | IIr f./".\_.
; .

Lt

C. Quadrilatere convexe inscriptible

Un quadrilatére convexe est inscriptible si et seulement si deux de ses angles opposés sont
supplémentaires.
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D. Relation métrique dans un triangle
a. Sinus d’un triangle

Soit BACun angle; H est le projeté orthogonal de C sur (AB) et K le projeté orthogonal de B
sur (AC).

|70

KB
AB

sin(BAC) = Z—g =
Remarque : le sinus d’un angle obtus est égal au sinus de son supplémentaire.
Exemple : sin (120°)=sin (180° - 120°)

= sin (60°) =2
b. Aire d’un triangle.

Soit ABC un triangle, A est I’aire de ce triangle. On pose : Bc =a, AC=b et AB=c¢

y 1 .o~ 1 - 1 . A
Démontrons que : A= > bcsinA =>ac sinB =~ ab sinC
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_ ABXCH
)

A

sind = i = CH = ACsinA
AC

ABXCAsinA 1 . oA
A= —Y = EcbsmA

A= % chsinA

¢. Théoréeme de sinus

Soit ABC un triangle, A est I’aire de ce triangle, (C) est son cercle circonscrit, et R le rayon

du cercle. On pose BC=a ; AC=b et AB=c

b ¢ _ abc _

=R

r a
Démontronsque : —= —=—=—
SinA sinB sinC 2A

=R

a b c abc
e Montronsque : —= —=—=—
sinA sinB sinC 2A
1, . a1 5 1 A
A= EbcsmA =5 ac sinB =~ ab sinC
Multiplions chaque membre par 2
2A = bcsinA = acsinB = absinC
Division chaque membre par abc.

2A _ besinA __ acsinB __ absinC

abc abc abc abc

Apres simplification et en prenant I’inverse de toute 1’égalité, on a :

abc _ a b __ ¢
24 sind_ sinB  siné
a
e Montrons que — = 2R
SinA
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JE——

On considére le triangle BOC ; mes BAC = -mesBOC.

N |-

Soit H le projeté orthonormal de O sur (BC). Le triangle OBH est rectangle en H ;

1 a
Alors sin BOH = 22 or {BH - EBC 2
Bo BO =R

—

sin BOH = % = % or mes BOH = mesBAC.
sin BOH = sin BAC

sin BAC = % = 2RsinBAC = a

2R = or sin BAC = sinA

SinBAC
a

= 2R

sind

III.  Polygone régulier
1. Définition :

On appelle polygone régulier tout polygone inscriptible dans un cercle et dont les cotés ont
mémes mesures.

Exemple : ABCDEF est un hexagone

GHIJKLM est un octogone

P A" "B

2. Construction du pentagone régulier

Programme de construction :

- Construire un cercle (C) de diamétre [AA'] ;
- Construire un point A" appartenant a (C) et a la médiane de [AA"] .
- Construire le point d’intersection M de [0A]et du cercle ayant pour centre le milieu I

de [0A'] et passant par A”
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- Construire les point d’intersection B et E de (C) avec la perpendiculaire a [0 A]passant
par le milieu J de [OM].
- Marquer C et D sur le cercle en reportant la longueur du segment [AB]a partir des

points D et C. ABCDE est un pentagone régulier.

= ©
C 86
Sin36° = %
N . X Cos36° = %

Exercice : 1

Soit (C) un cercle de diamétre [AB]. C un autre point de (C) et I le milieu de I’arc BC. la

tangente en [ au cercle coupe (AC) en D. comparer les angles des triangles AIB et AID.
Exercice 2 :

Soit ABCD un rectangle tel que BD=2AB et (C) le cercle circonscrit 8 ABCD. Les tangente
en A et D au cercle (C) ont pour point d’intersection M et coupent la droite (BC)

respectivement en N et P. démontrez que le triangle MNP est équilatéral.
Exercice 3 :

Soit 2 cercle (C) et (C’) de méme centre O et de rayonret r’, A et 1 de cercle (C) une droite
(D) tangente a (C) coupe le cercle (C’) en M et N. on fait varier (D) de facon a ce qu’elle
tangente au cercle (C) et de fagon a ce que A et O appartiennent a un méme demi-plan de

frontiere(MN).
Démontrez que MAN garde une mesure constante.
Exercice 4 :

soit un demi-cercle de diamétre [CA] ;O le milieu de [CA], B le milieu de I’arc AC, P un

point de I’arc AB et I le milieu de I’arc PB. Les droites (CP)et (OI) se coupent en un point M.

1. Déterminer les mesures des angles BPC et BMC
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2. En déduire que le quadrilatere OCBM est inscriptible dans un cercle dont on précisera
un diametre.

3. Quel est le milieu du point M lorsque P parcourt ’arc AB?
Exercice 5.

Déterminer la longueur de chacun des cotés du triangle ABC sachant que son aire est égale a

2

o

Travaux dirigés

Exercice 1

mesABI = mesAID (angle inscrit et angle
définit par une corde et une tangente

mesDAI = mesBAI (angle inscrit
interceptant des arcs de méme longueur.
Donc les triangles ABI et AID ont leurs
angles deux a deux égaux.
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Exercice 3.

|

©, "\, S
/C TSN
i \ N | b

|'II , e ik II'|_

MN = 2IN = 2vVr'2 —r2 L’angle MAN qui intercepte dans le cercle, dans le (C”), une
corde de longueur constante, garde une mesure constante.

Exercice 4.

©

Déterminons mesBPC et mesBMC

1. mesBPC = % mesBOC or mesBOC = 90° © mesBPC = 45°

M € ala médiatrice de [ BP] ; dont ,BMP est un angle isocele, dont les angles a la
base ont pour mesure 45° alors, on déduit que : mesBMC = 90°

2. Déduisons que le quadrilatere OCBM est inscriptible dans un cercle dont on précisera
un diametre.

OCBM est inscriptible dans un cercle (C), de diametre [BC].

3. Lorsque P parcours I’arc AB le lieu du point M est I’arc BO du cercle (C), inclus Ob le
demi-cercle initial
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Chapitre 3 : Trigonométrie

I — Complément sur les angles
1 — Mesure d’un angle géométrique
I1 existe trois unités d’angle :
- Ledegré (0)
- Le radian (rad)
- Le gradian (grad)
Soienta, B et A les mesures respectives d’angle en radian, en degré et en gradian.
La formule de conversion suivante permet de passer de radian en degré et puis en gradian.
a B

yl
= = ; ou
™ 180°  200°

a Désigne la mesure en radian ;

B Désigne la mesure en degré ;

A Désigne la mesure en gradian.

: 5 . :
Exemple : Soit o= 1—:rad ; déterminer [ et A.

180 7 X 180° 57 x 180
a X ° PrY T X °
© ax180°=Bxwr=> B = = 12 =

Ona:<= b
1

80° A T 12w
5x180°
=B = = 75° B=75°
12

A 200 *T x 200 5x200
a a X Py X
—=— o ax200= A xT=>A= = 12 =
T 200 T T 12

A = 83,33grad

2 — Détermination d’une mesure principale

On peut définir plusieurs mesures par un méme angle orienté dont une seule appartient a
| — m; n[. C’est-a-dire cette mesure appartient au cercle trigonométrique.

Soit o la mesure principale de 1’angle orienté tel que
oa=x + 2km; keZ avec ae]— m m[ etx une mesure quelconque.

Ona: Vae]l-mn & - n<ao<ne-n<x+2kn<nm

S —n—x<2km< m—x

—TT—X mT—X

& <k<—=
2T 2T
—TT—X mT—X

o Ke] ;—|
21 21

Pour déterminer une mesure, on procede a I’encadrement de K.
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Voe]l-mna[= (x + 2kn) e ] —m; 0

, . . . . 31m
Exemple : Déterminons la mesure principale des angles suivants . x = - etx=

Ona:a=x + 2km; ae]—m; n|

> —n<a< n;a=¥+ 2km; kel

:>—n<¥+2kn<n

31 31
57— L < 2km<m— =
4 4
— 4 — 31 41T — 31
n4 T <2km <= T
- 35 - 27
= T <2km < 4”
-35 - 27 -35 -27
= T <K< T o 2 <K<
81 81 8 8

= —4,37 <k < —3,37

=2 4<k< -3

Pour k= —4
31w 31w 31m—-3271
Or o=—+ 2k ©® o=— — 81 =——
4 4 4
_ T T
=20 = _Z' —ZE]—ﬂ,T[[
T
>0= —Zrad

IT — Trigonométrie
1 — Cercle trigonométrique

- 271

Définition : Un cercle trigonométrique est un cercle de centre 0 et de rayon est égal a 1

Le plan est muni d’un repére orthonormé (01, ), le cercle est souvent orienté de centre 0 et de

rayon 1. )

A

l‘-.],\

o= (Fm) eta € |m; 1
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2 — Utilisation du cercle trigonométrique

a) Sinus et Cosinus d’un angle orienté

—

Soit & un nombre réel et M le point du cercle trigonométrique tel que a = (_07 ,O—A)) .On

appelle cosinus et sinus de a les coordonnées du point M et on note : Cosa et Sina

. Cosa
ona.M(sma .

b) Détermination de Sina, Cosa et de Tana

ﬁﬁ j Considérons le triangle OMI :

Sinct M ar
o Cosot = —
y oM
- . O_lf'
I A Sina = —
0 7 Cosa | I oM
Sinco 81 aj
ta]_‘]_a = = oM — —
Coso % or
o
tanoc. = —
or

Dans le plan muni du repére(ot,,]),
OM = 0] +0_]) or Ol = OM Cosa et O] = OMsina

= O—I\/f = OM Cosa + OMsina or

{OM Cosa = 1Cosa = OM = iCosa + Jsina

OMsina = Jsina

M(Cos a

Sina

¢) Proprieties

e On sait que Cos? + Sin?qa sont positifs de la relation:
Cos? + Sin*a=1

—1<cosa <1

e Soit a appartenanta | —m; m[;ona: et
-1 <sina <1
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En prenant les deux égalités en valeur absolue :

{Icosal <1
|sina] < 1

e Deplus a # kmr; keZ,ona: cos(—a) = cosa
sin(—a) = —sina
e Soit aelRa # %[n] (avec réserve m).

Cette notation se lit : « o ne congru pas g modulo 7 ».

cosa

On appellea, le réel : tana = —— et la cotangente o, le réel : cotano, = ——.
cosa sina

3 — Signes du cosinus et sinus dans les cadrans
™

2

M- &
5
E 1
2
T -CO5® 0 (2}
COSQE
o
3/ B 4
;
T+ 0o - (ou 2 - a)
T 3
-5 )

Propriétés :

. Vae]O;g[zcosa>Oetsina>O;
. Voce]g; n[ = cosa < 0 etsina > 0;
° Vae]—%;O[:cosa>Oetsina<0;

e Vae]m —g[ = cosa < 0 etsina < 0;

N.B:

e VaelR,ona:

e Sin(mr —a) = sina

e Sin(mr +a) = —sina
e (Cos(m +a) = cosa
e Cos(m —a)= —cosa

Sin (g — @) = sin (g + o) = cosa

Sin (a — g) = sin(—g—a) = — cosa

cos (g — a) = sina



a) Formule addition

Soit a et B deux nombres réels tels que:
e cos(a + B) =sina.sinfp —cosa.cosp
e cos(a — B) =sina.sinP + cosa.cosp
e Sin(a + B) =sina.cosP + sinP.cosa
e Sin (a0 — B) = sino.cosPp — sinf.cosa

Exemple: Cos (r + o) = sinm.sina — cos 7. cosa
= — (—cosa) = cosa
avec Cosm = —1

Cos (r +a) = cosa

Deplus, si a # g + kn /keZ; tan(m —a) = —tana

Avec tan(mr —a) = sinr=o) _ _ 3¢ _ _ tano,
cos(m —a cosa

And tan(m — o) = — tana

b) Cercle Trigonométrique

T (31 T T T
% Les angles remarquables sont 0(21) ; m; i 5(7); 203 etg.

Ces angles, nous permettent de remplir le cercle trigonométrique ou o prend la valeur

m T Y . . . .
de: 35 7 OU ¢ etconstitue le premier cadran du cercle trigonométrique.

- Le 2™ cadran est rempli ou déterminé par la formule de  — o ;
- Le 3™ cadran est déterminé par  + o
- Le 4°™ cadran est déterminé par — o, ou 21 — o

Dans le cercle trigonométrique, le repere est gradué par : % ; % et % dont le rayon est égal a
1.
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2w s
(7 — a) P
2
x _ N
2 (c)
S 1 E
7{ e e
T 1 ERE 0 (2Zm) cosax
2 2 11w
(%)
Kk T
(m + ) - -
— (2w — &)
(D)
. 4
T
—z (5
* A am ]
4 (3)
Mesure T T b3 2 I T T
principale 0@m | = 3 4 6 3 6 7 2 (? )
sinao 0 0 % % 15 g - 15 1 -1
COSCL 1 -1 L4 % % -5 _g 0 0
tano 0 0 V3 1 ? — 43 ? ? ?
Cotan o ? ? ? 1 3 _ % 3 0 0

4) Relation tangentielle d’un angle orienté
Soit un angle orienté (l_i,,\ ﬁ)non droit de méme principale a tel que o # % eta # — %

La tangente de cet angle orienté ou de sa mesure principale est définie par :

Sina Cosa
—— et cotan = cotano = —.
Cosa Sina

tan(z_f,\ﬁ) = tano =

Propriétés : Va € | — m; n[ /aigetai—g

Ona: 1+ tana = et — 1+ tan’a =

cos?a sin?a
Exemple : Calculons 1 + tan®a en fonction cosa

. Sina Sina
On sait que tano. = — =1+ tan’a =1+
o

Cos?a
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Cos?a+Sin?a ]
e or Cos?a + Sin*a =1

1+ tan’a =
Cos?a

5. Résolution d’équation simple sur ]| — m; [

D’une maniére générale, pour résoudre les équations trigonométrique, on fait souvent 1’usage
du cercle trigonométrique.

a) Equation du type Cosa = a
e Sia € ]—o0;—1[ U]1; +oo[; I’ensemble de solution est vide (S = 0)
. SiaE]—l;l[;ﬂao € |—m; n[ /a=cosay, = Cosa = cosq,
a = ay+ 2km
= ou
a=-—ay+ 2kn
S ={ay + 2km; —ay + 2kn}
Exemple : Résoudre dans | — m; m[, les équation suivantes :
a) cosx =3

b) cosx = =
2
Solution :
a) cosx =3
3 € ]—o0; —1[ U ]1; + o]
S=0
b) cosx =+
2
%e]—l;l[;;ﬂao € |—m; n[/%zcosg:cosxzcosg

x=§+2krt0u

X = —§+2kn
S = {§+2kn;—§+2kn}

b. Equation du Type Sina = a
e sia€]-oo;—1[U]1;+0[;S=0
e sia€]|-1;1[;Zay €] —m; n[ /a = sina,
& sina = sina,
:>{a=a0+2kn ou
a=—ay+ 2kn
= S ={ay + 2kn + —ay + 2kn}

‘keZ

Exemple : Résoudre dans | — 7 ; 7[ 1'équation sinx = \/2—5
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, 2 2 V2 ,
sinx = —; — € 1-1;1[;Zay €] —m; n[/7=sm%

. . T

= sinx = sin
T

X :Z+2kﬂ

ou keZ
x=n—%+2kﬂ

x=%+2kﬂ
ou keZ
x=%+2kn

5={§+2kn;%"+2kn;kez}

Exercices

Exercice 1 :

Soit ABC un triangle isocele de sommet A tel que BC = a et mes(ﬁ , FC) = Z?E .
la bissectrice de 1’angle ABC coupe le cote [AC] en D. Faire la figure.
1) Démontre que AD = BD = a
2) Démontrer que = ZaCOS% et CD = 2acos 2?” . En déduire que cos% — cos 2?71 = %

3) Onappelle H le projeté orthogonal de A sur (BC). Calculer BH en fonction de a de

1

i s oes F 1 b4 2n
deux maniere différentes et en déduire que cos SCos— =1

4) Enremarquant que (x + ¥)? = (x — y)? + 4xy . Calculer cos% et cos 2?”

5) Calculer sin%

Exercice2 :
, V3 .m
a) Calculer cosx sachant que : sinx = S eto<x<m
. 5+1
b) Calculer sm% et tang% sachant que cos% = \/—:

. . . 1. V3
c) Résoudre dans | — r; m[ 1’équation : cosx = 5 i Sinx = — et cosx = 5

Solution

Exercice 2

&

a) Calculons cosx sachant que sinx = > et% <x<m
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1
COSX = ——
2

b) Calculons sin% et tang%

T V5+1
Pour cos- =
5 4
. T 10-2v5
sin- = ——
5 4

10-2v5
n V10-2v5

Y
tang s = = e
4
tang = = Y125
95~ s

. . . 1
¢) Résoudre dans | — r; [ I’équation : cosx = 2
1 1
:Cosx=5;56]—1;1[;flx€ |—m; [
1 i ™
— = COSX— & COSX = COS—
2 3 3
T
x=§+2kn;keZ ou

s
x=—§+2kn

. 3
Sinx = —
2

\/Z—Ee]—l;l[;ilxe | —m; n[

| &

= sin x

V3 . 2m
> —=Sn—

2 3

. . 2T
:;smxzsm?

21

X:?+2kﬂ,’; keZ

= ou

x=7r—2?”+2kn

Sz{z?n+2kn ; n—%n+2kn}
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Chapitre 4 Produit Scalaire

I Définition et Propriétés
1- Produit scalaire de deux vecteurs
a- Définition :

On considére deux vecteurs U et V, on appelle produit scalaire de U et V, le nombre réel

U .V, définit par :

-

) = (0 si I’un de deux vecteurs est nul.

UxV
e U xV= ||ﬁ||.||V|| cos (l_f X I—/)), si les deux vecteurs sont non nuls.

U x V se lit « U scalaire V »

Exemple : soit U et V deux vecteurs tels que ||l7||=2 et ||I7)||=3 et mes (I_J) X I_/))Zg

Calculer le produit scalaire de UetV
Solution :

Calculons le produit scalaire de UetV

N T 1
AN:U XV = 2x3xCos§=§

2><3><§ 3x1=3

U x V=3

b. propriétés.
Soit U et V deux vecteurs non nuls

e UxV=VxU (commutativité de la loi)
o U XVIK|Ulx]V]]
o U xV=|UJ|X||V|], lors ce que U et V sont colinéaires et de méme sens

o U xV=- ||L_f Hx||l7|| lors ce que U et V sont colinéaires et de sens contraire
2. carré scalaire
a. définition
Soit U et V deux vecteurs non nuls ; U x V est dit carré scalaire lorsque i="V
Ona:U xV=UU=U?ouU x U=VV=V?2
b. propriété

vV V2= V|2
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Preuve :

- siV=0,la propriété est évidente.

— -

- siV # 0;alors V2=V x V= ||U||x||V|| cos (V,V)
Or mes (l_f X V)= 0 et cos (I7 X I7))= 1

D’ou V2 = - |U||x||V|x1=||V][2

V2=||V]]?

3. Interprétation géométrique
V les points A, B, et M/A # B, ona:AB X AM = AB x AM
Ou H est le projeté orthogonal de M sud la droite (AB)
M
M
S
| Y
|
|

|
|
|
I M

| I ~

] | S

B H-
H

Remarque : si A = m = h, la propriété est verifiée car : AM = O et AH = 0.

A

Supposons : A # 0 et A # B, BAM est un angle aigu (non nul, H € [AB)).
M

A H:—‘ B

Par définition du produit scalaire ; AB .AM = AB.AM.Cos (AB.AM) =

AB x AM.cosBAM. or H est le projété orthogonal de M sud (AB), d’ou
AB x AM = AB x AH.Cos (ﬁxAH).or

mes (AB,AH) = 0 & cos(AB,AH) = 1

= AB x AM = AB x AH x 1 on dit que

& AB x AM = AB x AH ; AB et AH sont colinéaire de méme sens
AB x AM = AB x AM

e BAM est un angle obtus plat
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H 3
EXW=Z§XXMXCOS(EXW) X cos BAM or

cosBAM = et cos (WZ -1

=AB X AM=AB x AH x (—1) >AB x AM=—AB x AH

AB et AH sont collinaires et de sens contraire alors : AB X AM= —AB x AH

e BAM estun angle droit

M

/s |

H=A B

AB x AM = ||AB|| x ||[AM || cos BAM or BAM = gdonc cosBAM = 0
H étant le projeté orthogonal de M sur (AB), on peut écrire

=AB x AM = AB x AH xcos BAM = 0

=AB x AM =0

Remarque :

- BAM estun angle aigu si et seulement si AB x AM >0
- BAM estun angle obtus si et seulement si AB x AM < 0
- BAM estun angle droit si et seulement si AB x AM=0

- SiU et Vsont deux vecteurs qui forment eux un angle, la détermination de la mesure

de a est vérifié par la relation ci-dessous :

-1 l—iXI—/
a = CoS = =
U1 |V]]

- =

Cos a=

X
= = =
HUlIX]VII

Exemple : a mes (l_f X 17), sachant que U x V=3, ||l7|| =2et ||I7|| =32£
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Solution :
Déterminons a = mes (U x V),

U x V=||U|| x |[V]|x Cos (U x V),=||U|| x ||V||x Cos a

UxV
=054 =—F——
U< V]I
: -3 _ 3 _1 1 _2 — cos—! (
AN'COS(Z_Zxﬂ_ oA \/5:> cosa = = = a = CoS (2)
2
=>a=45="
4
IL. Propriété du produit scalaire

1. Vecteurs ortho normaux

Soit U et V deux vecteurs non nul. Deux vecteurs sont orthogonaux lorsque leur produit
scalaire est nul ; ¢’est-a-dire :

UlVe U.V=0.
Conséquence

- Soit (D) et (D’) deux droite dirigés par deux vecteurs directeurs respectifs UetV:la
droite (D) est orthogonale a la droite (D), lorsque le produit scalaire de leur vecteurs
directeurs est nul.

- Soit A, B, C D des points distincts avec A # BetC # D :ladroite (AB) L (CD) =

AB .etCD =0
- Soit les point A, B et M avec A#B : M€(C) de diamétre [AB], lorsque. MA.MB =
0 & (MA) L (MB)

NB : dans une base ortho normée, on en déduit :
!

— — — /X =(X
UXV = xx'+yy avch(y) etV(y,)

2. regle de calcule

—

Pour tout vecteurs.U Vi ﬁ, $ et tout nombre BER ona:

e UXxV=VU (commutativité)

o U(V+R)=U xV + U xR (distributivité)
GO U67)= 50D

e (U=-5V=UxV-S8xV

o (U4+V)2=U2+2UxV+ V2
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o« (T-1V)2= U?-2Ux V+?
o« (U+VYU-V=02-V?
e U+VMES+R)=U xS +U xR+VxS+VxR

a. Autre expression du produit scalaire
Pour tous vecteurs on a : U X V—E(U+V) = |U1* = IV

Preuve : d’aprées la somme de carré :

(U + V)2 = U420 x V+V?

U+ V12 = ||U)|2 + 20 x V [|V]|?
=20 xV = ||U+V|]2- |02 - ||V]?
= | UxV=2(10+ 711> - 1011 = I711%)
Exemple :

Ondonne:||l7|| =2, ||V|| =2etmes (U, V)= =

NS

a. calculer U.V

b. déduire les valeurs de (U + V)2, (U — V)2
Solution
a. Calculons U x V

Par définition : U x V= [|U||x [|V|| Cos(U, V)

T

Avec Mes (L7 , 17)

N

V2

>UxV = ||L7||>< ||I7||COSE or Cos— =
4 4 2

b. déduisons les valeurs de
& (U-V)2=U%+20.V +V?

= ||U||? +2U x V +[|V]|?
2 - —
=(V2)" + 2Ux V + 22

2+ 20 x I7+4,avecL_f><l7= 2
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ona:(U+V)2 =2Ux V+6

=2X2+4+6

— -

(U + V)= 10

@ (U-V)2 =U2-20x V+ V2
= [|U||?> =20 x V +||V||?
= (W2)? — 2x2+ 22

=2—4+4=2

-V =2

< U - 312 = (2U - 3V)(2U — 3V)
=40% —6V x U —6UV + 9V?2

= 4||U||2- 12U x V +9||V]|?

= 4x(V2) = 12x 2+ 9% (2)?

= 8-24+36=20

U - 3V)% = 20

—

— — —

& QU-V)U +2V) =202 + 4UxV—-UxV -2V

=2||U||1> +3U x V= 2||V|]?
=2x (W2)2+ 3x2-2x2?2
=44+46-8=2

QU-V) (U +2V) =2

III.  Relation métriques dans un angle

1. Relation métrique caractérisant un triangle rectangle

Nous savons que BC? = AB% 4+ AC? est une caractéristique d’un triangle rectangle en A

d’apres le théoréme de Pythagore.

Soit ABC un triangle rectangle en A. H est le projeté orthogonal de A sur la droite (BA)

A
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Les énoncés suivant sont

e ABC est un triangle rectangle
e BC?*= AB? + AC*
e BA%? = BHxBC

2. Théoréme de la médiane

Soit AMB un triangle quelconque et [MI] la médiane relative a [AB]

Ona:

., 2
e MA.MB = M12+%

2
o MA2+ MB? = 2MJ% + 2B

e MA?— MB?= 2MI%. AB
Démonstration

D’apres la relation de Chasles

1€ [MA] © MA= Mi+ I4

1€ [MB] © MB= Mi+ IB

Ona:MA x MB = (Ml + IA)(MI + IB)
= Mi>+MIx IB+TAxMI +14x IB
=Mi* = MI(IB +14) + IAx IB

Or ] est le milieu de [AB] = IB + A= 0
Et IA=1B= =

AB

=MA X MB = MI? + MI x 5+%x .

2
=MI2 + 2=
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— — AB?
= MA X MB = MIZ+T

e MA? + MB? = (MI +14)% + (MI + IB)?

= (M +14A) (MI +1A) + (MI +1B) (MI + IB)

= MIi? + MI xTA+ 1A x MI + IA® + MI? + MI.1B + 1B x Mi + 1B?

= 2MI? + 2MI (IA + IB) + 1A% + IB?

orm+ ﬁ§=5

=2MI? + 2MI x O + IA? + IB?

orlA=IB = 2

2MI? + 255 4 2
4 4

RN 2 - 2
— 2M]? +% =2M12+%

N 2
MA? + MB? = 2MI2% + %

De méme

MA% — MB? = (MI + I4A)? — (MI + IB)?

(Ml +14) (MI + TA) — (Ml + 1B) (Mi + IB)

= MI? + 2MI x IA + IA? — Mi? — 2Mi x IB — IB?

= 2MI (IA — IB) + 1A? + IB2

orTA =T5 =22

_— — 2 2
= MA? — MB? = 2MI (IA-1B)? +°--*=

4

=2MI (IA+1B)?orIA+1B = BA

MA? — MB? = 2 MI x BA

Ces relations permettent de calculer les longueurs de médiane d’un triangle dont on connait
les longueurs des cotés.

IV.  Forme analytique d’un produit scalaire
1. Expression dans la base ortho normé

a

Soit U (b) etV (Z:) dans la base (i,7);ona:

U x V=aa+bb
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Preuve : ﬁ(g) €e@,)) U= al +bj

V(%) e@n e V= ai+by
>U.V = (al +b)) @7 + b))
= aa’l? + ab’'l.j + a’bl.j + bb’j?
Dans la base orthonormé (7, J)
F=l2r=1;Txj=0

=P =1; jx1=0

>0 XxV=aax1+ab’x0+abx0+bb x1=aa' +bb

U x V=aa+bb

Conséquence

Soit: U (Z) dans une base orthonormé(i,J),

a=U;
bZUj

Ona:{
Démonstration : U (Z) €(,)) © U= al +bj
Ona:U x I= (al +b))7

=al> + byxlorjx i=0eti?=1

=axXx14+bx0 =a

=l Ux1=

Uxj= (al +bj)j= ailxj+bjxJ

=ax0+b+1=D>

Uxj=b

Remarque :

- —> . .
La forme U.V = aa’ + bb’ permet facilement, I’expression de la norme d’un vecteur dans
une base orthonormé et I’expression de la distance dans un repere orthonormé

a

- Soit U(b

) dans la base orthonormé ||U ||= vVaZ + b?
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) A
- Soit A(x ) etB (xB) dans une base orthonormé,
yA xB

IAB ||= /(xB — xA)% + (yB — yA)?

- SoitU (Z)das une base orthonormé et le vecteur V (_ab) est orthogonal a U

—

- Eneffet: U.xV = ax (-b)+ba=—-ab+ba=0

2. Equation cartésienne d’une droite

Pour déterminer 1’équation cartésienne d’une droite ( D), on peut chercher a se ramener a 'un
des deux cas suivants :

- (D) est définit par un point A et vecteur directeur U.

X

VM(y

)€ (0),3A € (D)/ det(AM,U) =0

- (D’) est définit par un point A et un de ses vecteurs normaux,

X

VM(y

)e(D),aA € (D)/AM x N =0

Exemple : déterminons 1’équation cartésienne d’une droite passant par A et un vecteur

directeur U (51))

0

v M (f,) e (D),3A (2) € (D)/det( 4M, T)

() or i (5 Z3)

= det (AM, T) = |;:§ i| — 1(x=3)=3(y-2)

=x—3-3y+6=x—-3y+ 3
det(AM,U)= 0 ©x—3y+3=0

(D):x—3y+3=0

Exemple : déterminons 1’équation cartésienne d’une droite (D’) passant par B(}) et un

vecteur normal 71 (:?)

VM(;) € (D’),EIB(D € (D) /BMx =0

B (31 ") B ()
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BM.7i =0 & (;:1)x(:?):0

= —-6(x—1)—-1(y—1)=0

>—-6x+6—y+1=0

>—-6x—y+7 =0
(D): —6x—y+7=0

Remarque : la deuxiéme méthode est utilisée si le repére (O, T, J) est orthonormé puisque
c’est uniquement dans ce cas que 1’on connait 1’expression analytique du produit scalaire.

3. Cas général
Le plan est muni d’un repére (O, 7, J)
Soit (D) une droite, il existe des nombre réels

a,b,c/VM(;C]) € (D) = ax + by + ¢ = 0 et (a,b) % (0,0)

= ra . - [a
U ( b) est un vecteur directeur et n ( b) est un vecteur normal.

On peut également écrire 1’équation cartésienne d’une droite sous forme réduite

y = mx + p avec m le coefficient directeur de I’équation et p I’ordonné a 1’origine

On m=tana =224
XB—XA

Soit (D) et (D") deux droites de coefficients directeurs respectifs m et m’

e D)//(D) &m=m
D)LD)yemm =1

4. Equation paramétrique d’une droite
a. définition

le plan est mini d’un repére (O, T, J). Soit (D) la droite passant par A(;‘;) et dirigée par le
vecteur U (Z) On dit que le systéme :

{x=x0+at
y =Yy +at

Avec t € R est une représentation paramétrique de la droite (D) dans le repére (O, T, J).

115



Preuve :

Soit A(%0) ; U (Z) et (D) une droite de rpére (A, U).
X L
v M (y) € (D),3 A € (D)/ AM, et U sont clinéaire

sidt € R/AM =tU

= (- =t ()
:(;:;z) = (ZD Avect €R
X —Xxy =at
Yy — Yo =Dbt

X = X9+ at
{y=yo+bt

Avect € R

t ER

Exemple : on considére (D) d’équation cartésienne (D) : 6x — 5y +5 =10
Déterminons la représentation paramétrique de (D).

Solution

0

SoitA(1

)e (D)© —6x0—5x1+5=0
=>0-54+5 =0
i) = (%)
X
y

= (=) =t (%)

G=1) =G

vM(,)€ (D)3t €R/AM = tii

{x=5t
y=6t+1,t€ R

5. Equation de la médiane d’un segment.

X

La médiane (D) du segment [AB] est ’ensemble des points M (y

orthogonaux ; I étant le milieu du [AB].

) € (D)/m et AB sont
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(D)

Pl
-
P
ek

La médiane du segment [AB] est I’ensemble des points

x
M (y) € (D)/ MA = MB & MA? = MB? car MA et MB sont des réels positifs.

Ona:MA =/(x —x5)% + (¥ — ¥a)?

MB=,/(x —x,)% + (¥ — yp)?

MA* = MB?* & (x — x)* + (¥ = Ya)* = (x = %)% + (¥ — ¥p)?
Développons et réduisons

x? = 2xxy + %42 + % = 2yya + ya® = x* — 2xx5 + x5° + y* — 2yyp + Y5

=—2x(xq —x5) — 2Y(Ya — ¥B) + Ya® + 4% — x5° —yp* =0

= 2x(xg — x,) + 2y(Yg — ya) + x4° +J’A2 — xg% — }’BZ =0

Equation de la médiane du segment AB.
Exemple soit A( 1 ) et B(g) deux point du plan.
-5 5

Déterminons une équation de la médiatrice du segment [AB].
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